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1 绪 论 


本 章 论 述 偏 微分 方程 及 其 定 解 问题 有 关 的 基本 概念 和 物理 模 
型 , 论述 某 些 一 般 性 的 原理 、 理 论 和 定理 , 对 从 总 体 上 了 解 课程 
的 特点 、 内 容 、 意 义 和 方 法 和 指导 以 后 各 章 具体 内 容 的 讨论 有 一 
般 意义 . | / 


1.1 基本 概念 


“1.1.1 某 些 一 般 性 概念 


设 并 二 (X1, Xs 0°, Xa) 为 和 目 变量 ， u(x) 为 未 知 果 数 ， 则 称 
du ~ au 9 ll 
为 一 个 微分 方程 其 中 下 为 所 仿 变 元 的 已 知 函 数 , |a| = 十 a 
十 十 ,下 中 可 以 不 显 含 目 变数 和 未 知 函 数 , 但 必 会 zx 的 某 个 
导数 . n 二 1 时 为 常 微分 方程 , 2 2 时 为 偏 微分 方程 ， 此 课程 讨 
论 偏 微 分 方程 的 问题 . / 

出 现在 方程 中 的 最 高 阶 偏 导 数 的 阶 数 称 为 方程 的 阶 ，, 也 称 之 
为 微分 式 王 的 阶 . 

如 采 方 程 下 = 0 对 未 知 消 数 和 所 有 偏 导数 均 是 线性 的 ， 则 称 
之 为 线性 方程 ,否则 称 为 非 线 性 方程 . 

在 线性 方程 下 = 0 中 , 如果 FF 是 和 所 有 偏 导数 的 线性 齐 次 
式 ， 则 称 为 线性 齐 次 方程 ,否则 称 为 线性 非 齐 次 方程 . 

设 w(xz) 在 区 域 2 C R" 中 具有 直到 方程 阶 数 的 连续 偏 导 数 ， 
把 之 代入 方程 得 恒等式 , 则 称 u(x) 为 区 域 2 内 方程 的 一 个 解 ， 
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F (z, 2 ， 


这 种 解 又 称 为 古典 意义 下 的 古典 解 ， 有 时 需 推 广 解 的 概念 ,讨论 
某 些 更 广 意义 下 的 广义 解 
一 般 情况 下 区 域 2 内 方程 的 解 是 很 多 的 ,一 个 自然 的 问题 是 
要 讨论 方程 解 的 全 体 , 即 通 解 ， 一 个 阶 常 微分 方程 通 解 是 包含 
及 个 独立 积分 常数 的 解 族 , 而 阶 线性 齐 次 常 微分 方程 的 通 解 
是 ”个 线性 独立 解 的 线性 组 合 . 但 是 人 们 发 现 ， 偏 微分 方程 通 解 
的 问题 很 为 复杂 ,线性 方程 也 是 如 此 ， 对 于 某 些 很 特殊 的 方程 ， 
它 的 通 解 可 以 表示 为 包含 某 些 任意 函数 的 解 族 . 
例 1 村 二 0. 设 自 变量 为 <,y, u(x,y) 为 未 知 函数 ， 
它 是 一 个 最 简单 的 偏 微分 方程 , 它 是 两 个 自 变量 的 一 阶 线性 
齐 次 方程 ， 闪 方程 知 w(x，y) 必然 不 显 含 x， 另 一 方面 对 于 任意 
的 一 阶 连续 可 微 的 函数 六 wx = f(y) 给 出 了 方程 的 解 ， 所 以 方程 
的 通 解 是 一 f(y) ,而 了 是 任意 一 阶 连续 可 微 的 函数 
例 2 一 十 a 5 一 
式 中 a 为 常数 , 此 为 两 个 自 变量 1, x 的 一 阶 线性 齐 次 方程 ， 
又 常 称 为 单 波 方程 ， 作 自 变量 的 变数 代 换 
和 一 并 
7 一 之 一 0 
则 w 作为 新 的 自 变 数 $， 7 的 函数 , 为 简单 计 仍 记 作 C$, 7)， 则 
它 满足 
du 


一 
所 以 z = 二 了 f(7) 为 它 的 通 解 ， 回 到 原来 的 月 变量 得 
u 一 f(x — at) 
是 原 方程 的 通 解 ， 其 中 了 为 任意 的 一 阶 连 续 可 微 函 数 ， 


9 a 
例 3 5z3y 一 “ 


这 是 两 个 自 变量 时 最 简单 的 二 阶 方程 ， 是 线性 齐 次 的 ， 根 据 
例 1 的 分 析 可 得 
2 


2 人， 2 一 f(y)， /是 任意 函数 
对 y 积分 得 


U(X,，y) 一 | jy) dy 十 g(x)，g(X) 是 任意 申 数 
u(x,，y) 二 hh(y) 十 SEC， hly) 和 g(x) 是 任意 函数 


反之 ， 只 要 hh 和 gg 是 任意 二 阶 连 续 可 微 的 函数 ,上述 函数 一 


定 是 所 给 仿 微 分 方程 的 解 ， 所 以 上 述 表 这 式 就 是 万 程 的 通 解 


例 4 2 一 az22 一 


上 式 和 称 为 一 维 波动 方程 ,其 中 a 是 正常 数 , 它 也 是 二 阶 线 
性 齐 次 方程 . 作 目 变量 的 代 换 
5 一 工 一 Qt 
7 二 弃 十 at 
则 作为 ,7 的 国 数 x(E,， 7) 满足 


9 
959D7 


一 


所 以 
ul(€,7) 一 05) + gn) 
u(r, 1t) = frat)+ge(r+i+at) 
这 就 是 一 维 波动 方程 的 通 解 ， 它 也 是 包 售 有 两 个 任意 图 数 /和 
SB. 


3 3 D2 
例 5 2 3 有 一 1 


它 称 之 为 二 维 调和 方程 ， 此 方程 也 是 二 阶 线性 齐 次 方程 ,而 

且 也 很 简单 ， 但 是 要 类 似 例 4 那样 找 出 方程 的 通 解 已 不 容易 ， 要 

找到 方程 的 某 些 特 解 较为 简单 . 例如 , 令 z = 一 工 十 yz 为 复 变量 ， 
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则 任何 解 术 郴 数 jz) 的 实 部 和 虚 部 均 满 足 二 维 调 和 方程 ， 特 别 
对 于 任意 的 非 负 整数 ”nx 的 实 部 和 虚 部 部 是 满足 调和 方程 的 二 
元 nn 次 多 项 式 ， 如 果 用 极 坐 标 +,，9， 即 rr" cos n 9, vr” sin n 89 均 是 
二 维 调和 方程 的 解 . 另外 , 当 r 天 0 时 ,ln 二 也 是 二 维 调和 方程 的 
解 ， 此 解 在 二 维 调 和 方程 的 讨论 中 将 起 大 基本 作用 . 

例 6 十 6uus 二 Wsss=0 

这 是 一 著名 的 三 阶 非 线 性 偏 微分 方程 ,和 浓 称 为 KDYV 方程 ， 
要 找到 它 的 某 些 特 解 已 经 不 易 ， 关于 它 的 解 ， 在 非 线性 方程 的 理 
论 中 已 有 一 些 较 成 熟 的 理论 和 方法 , 例如 ， 对 于 任意 的 背 数 六 和 
6O, u(r, 1) = sech? (2 一 zt 十 6) 是 KDY 方程 的 一 个 特 解 ， 


A YY 一 人 是 可 
称 它 为 一 个 右 行 孤 波 . 因为 它 也 是 右 行 单 波 方程 了 十 如 一 0 
d 
?2 0 的 一 个 特 解 


dx | 


和 波动 方程 2 一 
1.1.2 定 解 问 题 及 其 运 定性 


在 通常 情况 , 在 一 个 区 域 2 内 偏 微 分 方程 的 解 很 多 , 但 是 除 
了 茶 些 很 特殊 的 方程 外 , 很 难 找到 它 的 通 解 较为 明确 的 表达 形 
式 ， 所 以 偏 微分 方程 的 中 心 问题 是 讨论 方程 某 些 特 解 ,要求 特 解 
还 要 满足 附加 的 特定 条 件 . 这 种 条 件 称 为 定 解 条 件 , 方程 和 定 解 
条 件 联 立 而 构成 一 个 定 解 问题 ,这 时 叉 称 方程 为 泛 定 方程 ， 即 
ss 泛 定 方程 f= 二 0， (xi, Xs ,7X1) €E 0 
定 解 问题 定 解 条 件 
定 解 条 件 是 各 式 各 样 的 ,其 一 般 形 式 是 要 求 当 工 从 吕 内 趋 于 
2 的 某 一 部 分 边界 点 时 ， 某 些 个 包含 和 的 某 些 导数 的 微分 式 
有 确定 的 极限 图 数 . 简单 地 讲 , 定 解 问题 要 求 把 未 知 阻 数 按 一 定 
的 光滑 性 一 直 延 折 到 如 的 边界 上 ，, 而 定 解 条 件 是 给 定 在 吕 某 一 部 
分 边界 上 的 一 个 微分 等 式 ， 根据 数学 上 的 形式 不 同 ， 有 些 定 解 条 
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件 称 为 初 值 条 件 ， 有 的 称 为 边 值 条 件 ， 从 而 把 定 解 问 题 相 应 地 分 
为 初 值 问 题 \ 边 值 间 题 和 混合 问题 ,本 课程 的 中 心 问题 就 是 讨论 
各 类 定 解 问题 的 解 . 下 面 列 举 一 些 经 典 的 定 解 问题 . 

例 1 1 维 热 传导 方程 的 初 值 问题 
Ou a dA + fz t),t >0,， ERK 


9 全 9 
2& | -0 = PX) 《 初 值 条 件 ) 
例 2 2 维 波动 方程 的 初 值 问题 


9 a 
a1 < D377 + fx, t),t:>0,7XER 


|,_o 二 YCX) ( 初 值 条 件 ) 
du 二 Jy(z) ( 初 值 条 件 ) 


t=—0 


at 
例 3 4 维 热传导 方程 的 混合 问题 


n 之 
MN fr t,t>0 rENCR 


t 9x: 

4|,-o 二 Kz) 〈 初 值 条 件 ) 

(«lz) uw 十 (Zz) 952) 二 g(X,，t) ( 边 值 条 件 ) 
其 中 a 之 0, 8 之 0, 十 户 关 0, 了 旭 为 R' 中 的 一 个 区 域 , 90 为 0 
的 边界 ,3 表示 对 边界 外 法 向 的 导数 

一 维 热 传导 方程 的 混合 问题 为 
Ou 一 029 民 二 f(x,t),t>>0,0<z<! 


oat gx 


WU | ,0 一 p(X) 

(a WU p15) _ 一 p(t), (oa w 十 Bas ) 
其 中 4 之 0,B 之 0, 中 十 谎 关 0 (i 一 1,，2) 坟 类 似 地 可 列 出 一 
维 波动 方程 的 混合 问题 . 、 

例 4 维 调 各 方程 的 边 值 问题 


= p(t) 
r=! 


全 和 
0 x 


BE 7E QCR 
j= 1 


(acD w+ pa) 358] = g(x) ( 边 值 条 件 ) 
边界 条 件 的 假设 条 件 和 热传导 方程 中 混合 问题 中 的 边界 条 件 
相同 , 当 ? = 0 时 , 此 时 , 不妨 设 a 二 1， 称 为 第 一 边界 条 件 ， 相 
应 地 称 定 解 问题 为 第 -一边 值 问 题 ; 当 a 二 0， 此 时 不 妨 设 8 二 1 称 
为 第 二 边 值 条 件 和 第 二 边 值 问题 ; 当 a(x) > 0, B(x) > 0 时 称 为 
第 三 边 值 条 件 和 第 三 边 值 问题 . 


称 调和 方程 的 非 齐 次 方程 > 3. 一 f(z) 为 泊 松 方程 ， 类 似 


地 可 提 泊 松 方 程 的 边 值 问题 . 

上 列 的 热传导 方程 ,波动 方程 .调和 方程 各 泊 松 方程 数学 上 是 
三 类 方程 的 典型 代表 , 物理 上 是 描述 三 种 不 同 的 物理 过 程 ， 上 列 
的 定 解 问题 也 是 典型 的 定 解 问题 ， 有 很 广泛 的 应 用 ， 所 以 不 能 把 
它们 视 为 简单 的 特例 , 课程 中 将 着 重 于 这 几 个 典型 问题 求解 的 方 
法 和 理论 的 讨论 ， 从 中 来 显示 一 般 问 题 的 中 心思 想 . 男 外 ,为 了 
把 有 些 理论 和 方法 推广 到 更 为 -一般 的 问题 , 反 过 来 指导 特殊 问题 
的 讨论 ， 并 把 特殊 问题 的 细节 看 得 里 清楚 ， 本 教材 也 较 多 地 讨论 
各 介绍 偏 微分 方程 问题 的 某 些 较为 一 般 的 理论 和 方法 . 

从 上 列 儿 个 典型 的 问题 可 以 看 到 , 不 同类 型 的 方程 ,其 定 解 
条 件 和 和 完 解 问题 的 提 法 是 不 同 的 , 这 一 方面 将 可 以 从 它们 摘 述 的 
不 同 物理 过 程 得 到 解释 ， 男 外 一 方面 应 该 从 数学 上 加 以 研究 , 按 
一 定 的 准则 来 判断 一 个 定 解 问 题 是 否 合适 ， 这 就 引出 了 和 定 解 问题 
适 定性 的 概念 :一 个 定 解 问题 如 果 满 足 存在 性 .唯一 性 和 连续 依赖 
性 ( 即 稳定 性 ) ， 则 称 定 解 问 题 是 适 定 的 , 否则 就 称 为 不 适 的 . 所 
谓 连 续 依 赖 性 指 的 是 当年 解 条 件 中 的 数据 变化 很 小 时 ， 对 应 的 解 
变化 也 很 小 ,否则 就 称 为 不 连续 依赖 的 , 当然 ,连续 依赖 性 还 依 
赖 于 如 何 规 定数 据 变 化 的 尺度 和 解 的 变化 的 尺度 , 不 同 的 尺度 有 
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可 能 引出 不 同 的 结论 . 如果 我 们 把 一 个 定 解 问题 认为 是 确定 了 一 
个 从 定 解 条 件 的 函数 组 到 定 解 问题 的 解 的 一 个 映射 , 稳定 性 表明 
比 映射 是 一 个 连续 映射 , 由 于 在 实际 问题 中 定 解 条 件 的 数据 是 测 
得 的 ,总 会 有 一 定 的 误差 如 果 定 解 问题 不 稳定 会 给 物理 的 解释 
带 来 困难 , 其 至 失去 意义 

是 解 问题 适 定性 的 概念 是 阿达 玛 (Hadamard) 首 先 提出 的 ， 
对 偏 短 分 方程 的 研究 起 着 重要 的 指导 作用 . 经 研究 表明 ， 上 面 所 
列 的 经 典 定 解 问题 均 是 适 定 的 , 而 且 可 以 把 这 种 理论 结果 推广 到 
更 为 一 般 的 类 型 相同 的 线性 方程 的 定 解 问题 中 . 但 是 ， 近代 科学 
技术 中 也 提出 了 许多 不 适 定 的 问题 , 不 适 定 问题 仍然 具有 重大 的 
理论 意义 和 应 用 价值 ,不 适 定 问题 的 研究 已 成 为 一 个 重大 的 研究 
方 同 . 

例 5 一 维 齐 次 波动 方程 的 初 值 问题 

9 2 ,0 


J < Ft>0,7ER 
w | ,0 一 p(X) 

du 

37|, .= pr) 


因为 方程 的 通 解 为 (x,t) = f(z 一 at) 十 sz 十 cai， 根据 
初始 条 件 得 
| f(x) + gr) = px) 
| —af'(zx)+ag’ (rz) = yx) 
所 以 
jzZ) 十 ECz) = GZ) 


AD 一 eGo) = 工 | JE) de 4+C 


= 二 wz) 一 并 2 4(6) dé + C) 


= 1 ez) + | YO) 46 一 C 


因而 可 唯一 地 确定 得 


g(x at) + ort at) 人 
Wz) = 人 工 4 二 J JE) dé 


这 样 就 证 明了 解 的 唯一 性 ， 即 如 果 定 解 问题 有 解 ， 则 必然 只 
能 是 上 述 由 YCz) 和 y(z) 唯一 确定 的 孙 数 ， 称 上 述 解 的 公式 为 达 
朗 贝 尔 公式 (D’' Alembert). 

又 若 g(x) € C2(R!), g(x) E CiCR!), 则 它 在 经 典 的 意义 
下 满足 方程 和 定 解 条 件 , 这 就 证 明了 解 的 存在 性 . 

又 因 方 程 和 定 解 条 件 是 线性 的 , 根据 u(x, 2) 的 表达 式 本 知 ， 
对 于 任意 的 z< 和 0 二 1 志 TT, 当 max(|9zx)!i, |y(z)|) 委 9 时 ， 
zz gb 和 6. (1 十 TT). 这 就 证 明了 定 解 问题 的 稳定 性 .从 而 
此 定 解 问题 是 适 定 的 . 

例 6 二 维 调 和 方程 的 初 值 问题 


了 3 0, zr>0,yER 


1 一 


du 
dz 之 一 昌 


不 难 直 接 验证 

U(X, y) 一 二 (~- 一 e 一 

给 出 问题 的 解 . 又 根据 将 要 介绍 的 堆 耳 曼 格 (Holmgren) 唯 一 性 

定理 ， 上 述 初 值 问题 的 解 是 唯一 的 , 但 从 解 的 表达 式 可 以 看 出 ， 

当 充分 大 时 , 初始 数据 可 以 充分 地 小 , 但 解 确 可 以 充分 地 大 ， 
所 以 调和 方程 的 初 值 问题 不 满足 稳定 性 , 从 而 不 适 定 . 


1.1.3 广义 解 


区 域 2 内 方程 的 古典 解 要 求 在 2 内 人 至少 具 有 方程 阶 的 光滑 
性 , 而 定 解 问题 的 解 还 需要 求解 消 数 能 按 一 定 的 光滑 性 一 十 延 抑 
8 : 
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到 0 的 边界 上 , 但 是 在 理论 和 实际 应 用 中 , 由 于 方程 中 的 某 些 系 
数 或 定 解 条 件 中 的 某 些 函 数 不 够 光滑 等 原因 ， 古典 解 不 再 存在 ， 
所 以 必然 要 求 推广 解 的 概念 而 引出 广义 解 . 

广义 解 的 意义 是 多 种 多 样 的 ,可 以 根据 问题 的 物理 意义 和 数 
学 上 的 规定 来 定义 不 同意 义 下 的 各 种 广义 解 . 总 的 说 来 ,广义 解 
不 必 具 有 古典 解 那样 的 光滑 性 ， 可 以 在 更 大 的 函数 类 中 来 选择 
解 ， 只 要 求 它 在 某 种 更 为 广泛 的 意义 下 满足 方程 和 定 解 条 件 . 但 
是 作为 古典 解 的 推广 , 任何 一 种 意义 下 的 广义 解 必 须 满足 两 个 条 
件 ,第 一 条 是 古典 解 必 为 广义 解 ， 第 二 条 是 当 广义 解 具 有 古典 解 
所 要 求 的 光滑 性 时 , 则 它 也 是 古典 解 . 所 以 通过 广义 解 来 研究 古 
典 解 也 是 近代 偏 微分 方程 研究 中 一 个 一 般 方法 , 即 先 在 较 广 的 函 
数 类 中 来 讨论 广义 解 的 存在 唯一 性 等 性 质 ， 再 进一步 讨论 广义 解 
的 光滑 性 . 

定义 广义 解 的 形式 很 多 , 但 其 实质 可 以 理解 为 古典 解 序列 在 
” 某 种 意义 下 的 极限 ,极限 的 意义 是 多 种 多 样 的 , 所 以 广义 解 也 是 
多 种 多 样 , 例如 用 局 部 一 致 收敛 或 局 部 均 方 收敛 的 极限 关系 来 定 
义 广 义 解 ， 设 wi(z1， zs，…， xz,) 是 某 二 阶 方程 在 区 域 8 内 的 古 
典 解 序列 , 好 果 当 趋 于 co 时 , 在 包含 于 QQ 内 的 任意 有 界 闭 区 域 
上 w(x) 一 致 收敛 于 w(x) ， 则 称 z(z) 为 此 方程 在 2 内 的 一 个 广 
义 解 ， 显然 这 时 只 能 保证 (zi， zs，…， zx) 在 0 内 连续 , 如 果 把 
局 部 一 致 收敛 改 为 局 部 均 方 收敛 ， 则 x(z) 为 更 广 的 意义 下 的 广 
义 解 ,， 这 时 只 能 保证 x(z) 在 内 局 部 平方 可 积 ， 它 甚至 可 以 在 
2 内 不 连续 . 从 数学 上 还 可 以 定义 许多 更 广 的 极限 关系 , 使 广义 
解 容许 包含 很 奇异 的 函数 类 ,但 是 通常 最 终 得 到 的 解 总 是 具有 某 
种 正则 性 的 广义 解 , 它 的 奇 性 只 出 现在 某 些 孤 立 的 点 或 低 维 的 曲 
面 上 . 例如 数学 和 物理 学 中 常 提 到 弱 间 断 解 和 强 间 断 解 的 概念 ， 
对 二 阶 方程 而 言 , 车 除了 9 内 的 一 光滑 面 8 外 ,u(xi， zs，…， 
za) 二 阶 连续 且 满 足 方程 , 但 在 $S 上 w(x) 保持 一 阶 连 续 而 二 阶 导 
数 有 第 一 类 的 间断 ， 则 称 x(z) 为 方程 2 内 的 一 个 弱 间 断 解 . 如 

9 


果 在 S 上 w(x) 仅 保持 连续 而 一 阶 导 数 就 有 第 一 类 间断 . 则 称 
u(x) 为 方程 2 内 的 一 个 强 间断 解 . 均 称 ”为 解 的 间断 面 . 


例 1 设 一 维 波动 方程 5 一 o5 改 = 0， 则 当 f(x) € 
CCRD 时 , f(z 一 at) 和 f(z 十 at) 给 出 方程 在 及 :中 的 广义 解 . 根 
据 数 学 分 析 的 一 个 一 般 性 的 定理 , 存在 无 穷 次 连续 可 微 的 陋 数 序 
列 f,(z) 在 Ri 上 局 部 一 致 收 级 于 了 (x) ， 所 以 在 Ri 中 f(x 一 at) 
和 f(z 十 at) 局 部 一 致 收敛 于 f(x 一 at) 和 f(z 十 af). 


例 2 设 初 全 问题 


du gz _ ) 
中 a 0,t>0,x7ERK 

u|,o = p(X) 

gx| _ 

dt t= 0 


当 g(x) E C? 时 , 它 有 唯一 的 古典 解 
u(x t) = 5 (p(x — at) + pz + at)) 


但 当 pkx) 只 是 连续 ,2 ' (rx) 有 间断 时 ， 初 值 问 题 的 古典 解 不 存 
在 , 但 是 上 述 公 式 仍 给 出 问题 的 广义 解 . 如 果 pg '(x) 只 在 X= 二 cc 
点 有 第 一 类 间 段 , 在 其 它 点 处 均 二 阶 连续 ， 则 上 列 的 u(x, 给 
出 了 问题 的 一 强 间 断 解 , 而 一 at = 二 < 入 十 at 二 cc 是 解 的 间断 
线 . 

定义 广义 解 的 方法 很 多 ， 从 上 述 的 陈述 中 已 可 了 解 广 义 解 的 
一 般 意义 ,在 以 后 的 例题 或 习题 中 所 得 到 的 各 种 形式 解 ， 一般 不 
再 讨论 在 什么 情况 下 它 是 古典 解 ,在 什么 情况 下 它 是 广义 解 . 在 
有 些 情 况 下 所 得 到 的 用 级 数 表 示 或 用 积分 表示 的 形式 解 甚 全 在 通 
常 意义 下 是 发 散 的 , 但 在 某 种 意义 下 仍 给 出 问题 的 广义 解 . 


1.2 模 型 


一 般 说 来 ， 本 课程 要 讨论 的 偏 微分 方程 及 其 定 解 问题 是 某 些 
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物理 模型 简化 抽象 而 得 出 的 数学 模型 ， 这 也 是 本 课程 称 为 数学 物 
理 偏 微分 方程 的 理由 . 物理 模型 又 是 由 一 些 更 实际 更 为 复杂 的 间 
题 和 现象 简化 抽象 而 来 的 ,本 节 只 能 用 两 个 简单 例子 来 说 明 从 实 
际 的 问题 到 数学 模型 的 抽象 简化 过 程 , 较 多 的 例子 是 直接 列举 力 
学 ,物理 学 等 自然 科学 中 一 些 经 典 的 偏 微分 方程 问题 , 说 明 它们 
的 物理 意义 供 有 关 的 读者 参考 , 而 不 是 说 明 问题 的 细节 . 

在 一 个 偏 微分 方程 的 问题 中 ， 自 变量 经 常 表示 时 间 变量 和 空 
间 变 量 , 未 知 函 数 表 示 描 述 某 物理 过 程 的 某 一 物理 量 . 泛 定 方程 
表示 物理 量 的 转换 和 守恒 定律 ， 它 只 能 描述 物理 过 程 的 一 般 规 
律 ， 还 不 能 完全 确定 一 个 物理 过 程 . 定 解 条 件 表示 某 一 确定 的 物 
理 过 程 发 生 的 具体 条 件 和 环境 , 初始 条 件 表示 开始 时 刻 的 状态 . 
边界 条 件 表示 物理 过 程 和 周转 环境 的 关系 , 它 也 是 表示 某 物理 量 
的 转换 和 守恒 定律 . 一 个 定 解 问题 才能 完全 确定 出 表征 物理 过 程 
的 物理 量 随时 间 和 空间 变化 的 物理 场 ， 如果 讨 论 的 是 不 随时 间 变 
化 的 稳定 过 程 , 则 只 有 边界 条 件 而 得 边 值 问题 ， 一 个 定 解 问题 的 
物理 意义 给 定 解 问题 某 些 定量 和 定性 的 结果 一 定 的 物理 解释 , 同 
时 也 给 定 解 问题 的 研究 从 物理 模型 中 得 到 启示 . 


1. 2. 1 防 的 横 振动 问题 


这 是 一 个 实际 问题 , 例如 弦乐器 中 弦 的 振动 过 程 , 如果 要 考 
虑 影响 这 一 过 程 的 众多 因素 , 问题 是 十 分 复杂 的 , 为 此 必须 会 去 
那些 次 要 的 因素 作出 基本 符合 实际 的 许多 理想 化 的 假设 把 问题 简 
化 成 一 个 更 为 确切 的 物理 模型 , 在 这 过 程 中 有 时 还 需 作 许多 简 
化 
因为 纺 很 细 , 所 以 把 弦 理 想 化 为 质量 的 一 维 分 布 ， 因 为 弦 很 
细软 , 把 弦 理 想 化 为 完全 柔软 的 , 即 纺 无 抗 守 能 力 , 弦 的 内 部 互 
相 作用 的 力 是 沿 着 弦 的 切 向 的 张力 ,又 设 弦 处 于 平衡 位 置 时 是 位 
在 一 直线 段 上 , 而 在 振动 过 程 中 弦 各 质点 的 振动 方向 垂直 此 直线 
段 , 而 且 是 处 在 同一 个 平面 内 ,又 设 振动 是 很 微小 的 . 
11 
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选取 时 空 坐 标 系 (x， 
1) ,t 为 时 间 , z 为 空间 坐标 
轴 , 设 当 弦 处 于 平衡 位 置 时 
位 于 工 轴 的 区 间 L0,，/ 上 ， 
用 弱 上 的 质点 相对 于 平衡 位 
置 的 横 阿 位 移 x 作为 表征 此 
过 程 的 物理 量 ,x(z,， 力 表 
示 在 时 刻 上 在 工 氮 处 的 质 操 
的 位 移 . 又 根据 假设 , 在任 
何 时 刻 振 动 的 方面 总 是 垂直 
于 zx 轴 而 且 总 是 处 于 同一 平 


面 内 ;所 以 把 t 作为 参 变数 时 ,在 上 时刻 建 立 直角 坐标 系 (zx) 
(图 1. Daw zu 一 u(rx, £) 到 不 在 时 刻 强 的 曲线 段 方程 ， 小 振动 假 


设 表 示 


1， 视 5 ~ 为 一 级 小 量 , 设 a(x, 1 为 强 上 的 点 


(TX, u) 的 切线 和 和 向 的 到 多 Y (zt 表示 此 点 张力 的 大 小 CCz， 


t) 表示 此 点 的 密度 , 则 tg a(x, Z) 一 


coOs a(X, 1) = 十 1 
1+( 续 ) 
sin a(x,t)—— tg 
Var+( 汉 ) 
不 妨 前 边 的 符号 均 取 正 号 . 


全 2， 在 一 级 近似 下 


du 


-一 土 (1 二 au) + 于 1 


> 你 


在 又 的 内 部 任 取 位 于 [zx, 十 4Azj 之 间 的 一 个 小 弧 段 , 在 一 


级 近似 下 ， 此 微 元 小 弧 段 的 弧 长 为 


人 
:= | 1+ (Fe) dz ~ 


即 在 振动 过 程 中 微 元 的 长 度 保持 不 变 ， 所 以 张力 的 大 小 和 密度 均 
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不 随时 间 变 化 , 即 为 T(x) 和 p(x) . 又 设 F(x,t) 是 外 加 的 横向 
力 的 密度 ， 略 去 阻力 和 重力 . 当 A zz 很 小 时 , 把 强 的 此 小 的 第 元 
看 作 是 弦 振 动 过 程 中 一 个 具 代 表 性 的 质点 , 根据 牛顿 第 二 定律 ， 
在 一 级 近似 下 得 运动 方程 

| T(r 二 Ax) 一 了 (rz) = 二 0 (z 方 癌 力 的 平衡 ) 


p(x) 2 一 -2(T 守 ) 十 F(z,t) (横向 的 运动 方程 ) 


因此 1 为 一 个 常数 ， 得 


Ee 


312 p(x) dx p(x) 
即 ER 
其 中 a 人 (zx) = 一 一 -， 了 《zx,t) 为 质量 力 , 如 果 无 外 力 , 则 得 齐 次 方程 
3 ， 、9 入 
3 Cz) 9 x 
如 果 对 于 均 勺 的 弦 ， 2 = 常数 ， 则 得 
2 2 -- Q t) 
af 


这 是 一 维 波 动 方程 ， 又 称 之 为 弦 振 动 方程 . 
为 了 确定 艾 的 振动 还 需要 知道 初始 条 件 和 边界 条 件 . 初始 条 
件 是 
xz，0) 一 gLx) (初始 位 移 ) 


9 ， 、 
Cs 9) _ (xz) (初始 速度 ) 


为 了 确定 在 两 个 端点 x = 0 和 xz 一 ! 处 的 边界 条 件 , 也 是 和 在 弦 

内 取 一 代表 微 元 推出 弦 振动 方程 相仿 ,要 从 讨论 在 端点 附近 一 个 

小 微 元 的 运动 方程 来 推出 ， 以 端点 x = 0 的 边界 条 件 说 明 ， 取 弦 

上 [0, A xz] 之 间 的 一 个 小 弧 眉 , 设 在 端点 x = 0 处 有 一 弹性 系数 

为 的 弹性 支撑 ,在 此 小 弧 疏 上 受到 的 横向 力 有 :端点 zx = 0 的 
] 3 


弹性 恢复 力 一 和 uC0, ,在 z= 二 Az 处 的 张力 了 


外 力 fC(0, zt) A zz， 根据 牛顿 第 二 定律 得 
9 (0, X) A 


du(A x, 0) 
or 


du(Ar, ) 
令 Ar 一 0 得 
uO,t) + ToD 0 
dr 


这 就 是 在 端点 x = 0 处 的 边界 条 件 . 如 果 在 端点 x 二 0 处 还 加 上 
AGO 的 横 回 力 ， 则 边界 条 件 为 
DO t) 


一 ku(0, i) 十 了 I 一 一 AL) 
类 似 地 可 推出 在 端 喜 工 二 :处 按 穷 条 件 
一 — TH =— palt) 


其 中 心 是 系 于 工 一 处 弹性 支撑 的 弹性 系数 , /oCz) 是 集中 作用 于 
端点 z 一 :的 横向 力 

如 末 z(t) 一 0 Ai 之 ! ， 则 得 u(0,1)=0,， 这 时 称 为 x 一 
0 端 固定 . 如 果 AD = 0, 女工 ， 则 得 地 和 一 0， 这 时 称 
为 z = 0 端 自由 , 类 似 地 z=/ 端 也 有 相应 的 情况 

综 上 所 述 , 我 们 把 弦 的 模 向 微小 振动 归结 到 偏 微分 方程 的 混 


合 问 题 
9 9% 
At/(rt), t>0,0<7r</ 


9 
“| 一 wz)， 芝 | ， = wz) (初始 条 件 ) 


(zx 一 于) 


二 了 


如 果 是 两 边 无 界 的 弦 ， 则 归 绪 为 初 什 癌 题 


2 = a9 + f(r) :>0,7ER 


_=0 (边界 条 件 )》 


1]4 


gu i 
dt 


当然 ， 实 际 的 问题 只 能 是 一 很 长 的 弦 ， 而 我 们 讨论 的 是 离 两 个 跌 
点 较 远 的 中 间 一 段 的 振动 且 忽 略 边界 的 影 啊 而 得 的 初 值 问题 . 如 
果 是 半 无 界 的 弦 也 得 混合 问题 

3 ,9% 


一 一 a 
了 zt dr 


|,-0 一 PCZ) ， 


十 f(z, 1),， :>0, 工 这 0 


wo 一 ZX), 守 | 一 多 z) ( 初 值 条 件 ) 


(& 2 一 了 52 一 0 ( 边 值 条 件 ) 


如 果 在 嘴 振 动 过 程 中 还 要 考虑 阻力 的 影响 、 设 阻力 和 速度 成 
正比 ， 则 方程 变 为 
9 4 9 9 
at2 a -RFT+fz, i) 
其 中 R&R 为 阻力 系数 . 如 果 阻 力 的 作用 远 远 超过 惯性 力 的 作用 ， 则 
方程 变 为 ~ 


9 
9 x’ 
问题 起 了 本 质 的 变化 ,这 成 为 一 维 热传导 方程 ,初始 条 件 只 需 给 
出 xj- 一 QZ)， 边 界 条 件 保 持 相 同 . 


1.2.2 热传导 问题 和 分 子 的 扩散 问题 


讨论 在 三 维 空间 中 各 向 同性 的 介质 8 内 热 的 传导 过 程 ， 例 如 
一 个 金属 物体 的 冷却 过 程 . 热 的 传导 是 由 于 温度 分 布 的 不 均匀 而 
产生 热 的 传递 , 而 不 是 由 于 物质 的 流动 而 引起 的 热能 的 输 运 . 

没 :为 时 间 变 量 ，(z，y，z) 为 空间 点 M 对 于 选 定 了 空间 直 
角 坐 标 系 的 坐标 , 选取 温度 为 表征 此 过 程 的 物理 量 , w(x， y， 
z, f) 二 u(M，, 1) 为 温度 分 布 场 , 它 表示 在 点 M(xz，y， z) 处 上 时 
刻 的 温度 . 


au z 
7 R= f(zr,t) 
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热 在 介质 2 内 的 传导 遵守 付 立 叶 
—k Yd (Fourier ) 实验 定律 ， 设 在 ' 台 内 任意 包含 点 
M(x，y，z) 的 一 个 小 的 面积 微 元 ds ,并 指定 
好 一 个 单位 法 向 (图 1. 2), 则 在 很 小 的 时 间 
[t,t 十 dt] 内 ,通过 ds 流向 Rn 所 指 的 一 侧 的 热 
量 是 


dQ 一 一 k(z, VV, Y ) 


其 中 ds 同时 表示 微 面 积 元 的 面积 , &(z，y，zx) 为 介质 在 点 好 的 
热传导 系数 ， 加 了 人 负 号 表明 热量 由 高 温 的 区 域 的 一 侧 流 入 低温 区 
域 的 一 侧 . 

设 f(x,，y，z,z) 是 外 加 的 体 热 源 强度 , p(X,，y, xz), C(xX,，y， 
z) 分 别 为 介质 的 密度 和 比 热 . 在 8 内 和 在 取 一 个 小 的 微 体 元 VY,9V 
为 其 边界 ,根据 热传导 定律 , 在 时 间 区 同 [ti, 如] 髓 此 小 向 元 站 
内 热量 的 平衡 得 学 式 


E [fw 区 ao- fs) + J asavar 


其 中 < 表示 关于 3Y 的 外 法 向 导数 , 右 端 两 项 分 别 表示 根据 热 
传导 定律 通过 边界 流入 了 内 的 热量 和 外 加 的 热源 提供 给 四 内 的 
热量 ,而 左 癌 表示 由 于 温度 的 改变 所 需 的 热量 . 

应用 局 斯 公 \ 式 ， 上 述 等 式 变 为 


E ws cp 3 dzdydz 一 dt J 2 (4 


+ 疝 (4 于 )+ 冯 (4 a4) + Te 


由 于 [tj, tj 和 VV 的 任意 性 可 得 


oa = z(t Ee) + as (ks) + (tt Fe yD 


让 


a 2) godt, 
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对 于 均匀 介质 , c，o, 有 & 均 为 常数 而 得 


du _ (Ett) + fr, yw 


其 中 4 = /二 f= ， 称 此 为 热传导 方程 ， 它 支配 着 温度 场 
所 满足 的 一 般 规律 , 为 了 完全 确定 温度 分 布 还 需 提出 初始 条 件 和 
边界 条 件 ， 初始 条 件 为 
u(xX， yy, 之; 0) 一 VCZ，y，z) (初始 温度 分 布 ) 

推导 边界 条 件 的 方法 和 推 
导热 传导 方程 时 相仿 ， 也 是 要 
根据 热量 的 平衡 来 推出 , 这 时 
除了 应 用 介质 内 的 热传导 定律 
外 ,还 需 应 用 所 讨论 的 介质 和 
周围 介质 进行 热 交 换 的 牛顿 
(Newton ) 热 交换 定律 :在 图 
1.2 中 , 设 ds 是 所 讨论 介质 0 
的 边界 的 一 个 小 微 元 , ?2 的 方 
向 指向 8 的 外 侧 , 设 u.(x，y， 
z， 为 外 侧 环 境 的 温度 ， 
u《z，y， 之 , t) 是 2 的 内 侧 的 温度 , 则 在 [t,z 十 dt] 时 间 区 间 内 通 
过 边界 的 面积 微 元 ds 从 8 的 内 侧 流出 外 侧 的 热量 是 

dQ = hz, y, z) (u(r, ys zt) — u(x, y, 2, t))ds di 
其 中 h(x，y,z) 为 介质 2 和 外 侧 环 境 在 边界 点 M(x，y, z) 的 热 
交换 系数 . 如 图 1. 3, 在 介质 2 的 边界 附近 取 一 个 小 的 微 柱 体积 
元 4. 其 底面 ds 为 0 的 边界 的 一 小 元 面 , 另 一 个 底面 ds, 和 侧面 
了 均 在 0 内 部 , 根据 热传导 定律 和 热 交换 定律 建立 在 时 间 区 间 
t,t 十 dt] 内 在 元 柱 体 4 内 热平衡 的 等 式 , 再 令 ds 无 限 地 趋 于 
ds 时 得 等 式 : 

falz, Th 之) (MT yy, Zs, zt) — ux, y, 2, 1)) 
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十 RCz, y, x) | -0 
由 于 ds 是 人 2 的 边界 的 任意 微 面 元 ， 故 得 边界 条 件 
(h(x ysz) 2 k(T,Yy, 2) 5 ) 一 h(xr,y,2) ML (yy 之 ?) 
on 


当 及 光 k 时 , 边界 条 件 为 
za 一 MT ys ZL) 
即 物体 在 边界 的 温度 和 外 侧 环境 的 温度 相同 ,& 六 疡 时 ,得 
这 表示 介质 和 外 部 环境 无 热量 交换 ， 即 绝热 
综 上 所 述 可 得 均匀 介质 8 的 热传导 问题 归结 到 定 解 问题 


Su I a ou 
t = 人 ( 5 了 十 了) 十 7Gz， Yy, 之 ，£) 


t > 0, (XZ, yy 2) C {2 
u | ,., 一 P(X， ys 之 ) (初始 温度 ) 


(hn wk 2 ) 一 hi ( 边 寞 条 件 ) 
如 有 果 讨 论 全 空间 内 的 介质 的 热传导 过 程 ， 得 初 值 问题 
| Du 一 (二 9 % + E+ fz, yy Zyt)y ttD>0 


Daz dy dx 

u | ,0 一 P(X, 2 之 ) 

如 果 讨 论 半 空间 z > 0 内 介质 的 热传导 问题 也 得 混合 问题 
du ,fg | dm ， dg 
af 一 a (Fs Tay 了 


十 f(x， YY 之 ， ft)， :>0,z>0 
WU | ,0 一 p(T， Vy， 2) 
一 hu, 


(hu— ko) 


如 果 讨 论 介 质 0 内 稳定 的 温度 分 布 , 则 得 泊 松 方程 的 边 值 问 


雹 
18 


9 %% du ， 9% ] 
I 5 十 3 天 二 一 天 1 y，z)Z，y，z) E 0 


(hu 二 名 5 二 ak 


如 朵 无 外 加 的 稳定 热源 ， 则 得 调和 方程 的 边 值 问题 . 

如 果 讨 论 一 无 穷 长 柱 体 内 均匀 介质 的 热传导 问题 , 设 柱 的 轴 
平行 于 z 轴 , 其 截面 在 ozy 平面 的 投影 为 一 平面 区 域 2 ,如 果 由 
于 问题 的 对 称 性 设 一 切 量 均 和 变量 = 无关， 则 数学 上 归结 到 二 维 
热传导 方程 的 混合 间 题 
cu . (2 + i) + fz y;1),t>0,(r, yy) ET 


一 一 一 
可 你 


ot 

2 | -0 一 P(X, y) 

(hu 十 于 十 】 = hu 

如 琳 讨 论 一 有 限 长 的 柱 体内 的 热传导 , 设 轴线 为 z 轴 , 下 底 
面 在 xz = 0 上 ,上 底面 在 x 二 1 上 ,如果 由 于 对 称 的 原因 ，, 设 一 切 
物理 量 和 z，y 无 关 ， 且 不 计 柱 体 侧面 和 环境 的 热 交换 , 则 得 一 维 
热传导 方程 的 混合 问题 


| au ,9% 
ar = tt f(z, 0),t>0,0<z<! 


w |,-。 一 DZ ) 


人 


一 A (1) 


(5 十 3] = 外 


这 种 问题 又 可 称 之 为 杆 的 热传导 问题 ,如 果 还 要 计 柱 体 侧面 的 热 
交换 ， 则 定 解 问题 归结 为 


9u _ du 
37 一 和 本 but+ glz, 1),t>0,0<z<! 
u|,-o = Plz) 


(| 一 人 


万 -一 


(hzu tk 5 十 关 = p(t) 
在 杆 的 热传导 问题 中 ,如 果 热 传导 系数 和 温度 w 本 身 有 关 ， 
则 可 得 非 线性 热传导 方程 
au 1 9 


du 
于 = FE)+ fz, 


这 时 边界 条 件 也 是 非 线 性 的 , 而 得 非 线 性 定 解 的 问题 . 

在 讨论 三 维 空间 区 域 Q 内 介质 的 分 子 扩散 过 程 时 , 也 会 归结 
到 和 热传导 过 程 相同 的 各 种 定 解 问题 ， 所 以 热传导 方程 又 称 为 扩 
散 方程 . 分 子 扩散 是 质量 的 输 运 过 程 , 例如 , 溶液 中 溶质 从 浓度 
高 处 扩散 到 浓度 低 处 ， 某 些 固体 中 的 杂质 也 有 扩散 的 现象 ， 取 定 
时 空 坐标 (# zx，?y，z) 后 ， 用 溶质 的 浓度 或 固体 中 杂质 的 密度 
xz，y，z， 来 作为 表征 扩散 过 程 的 物理 量 , 扩散 过 程 服从 非 克 
(Frck) 扩 散 定 律 : 仍 如 图 1.1, 在 时 间 区 间 [t,t 十 dtj 内 通过 介质 
” 内 的 一 个 过 点 M(zx, y, zx) 的 小 面 元 ds 流向 由 法 向 指定 的 一 侧 

的 质量 是 : 


dM =— D(x, y, z) 2 ds dt 


其 中 称 D 为 介质 的 扩散 系数 ， 由 此 ,类似 地 可 以 推出 扩散 方程 
du 9 gz 9 ou 9 ou 
天 一生 (人 (D 隐 二 区 ( 了 2 于 去 全 SE)+ FCz，y，z， i) 


其 中 fz, yy, ,1) 是 外 加 的 质量 源 的 强度 . 
1.2.3 水 膜 的 横 振 动 和 平衡 问题 


要 讨论 一 很 薄 的 柔软 的 拉 紧 了 的 弹性 薄膜 的 微小 横向 振动 ， 
例如 鼓膜 的 振动 过 程 ,此 问题 和 弦 的 振动 很 相似 .由 于 很 薄 和 和 柔 
软 , 则 可 认为 膜 是 质量 的 二 维 分 布 , 认为 膜 是 完全 柔软 的 , 即 它 
抗 伸 张 而 不 抗 弯曲 ， 设 膜 的 平衡 位 置 是 在 一 个 直角 坐标 平面 ozy 

20 z 


Mb Nt 


内 的 一 个 区 域 2 中, 9 0 为 Q 的 边界 , 而 膜 上 各 质点 的 振动 方面 
均 垂 直 于 此 平面 ， 设 : 为 时 间 坐标 ,用 膜 上 质点 相对 于 平衡 位 置 
的 横向 位 移 x(z,y,z 作为 表征 此 过 程 的 物理 量 , 设 | 25 | < 1， 
1， 把 它们 作为 一 级 小 量 , 为 简单 计 , 设 膜 是 均匀 的 , p， 


六 分 别 表 示 密 度 和 张力 的 大 小 , F(z，y，, z) 为 外 加 的 力 强 度 ， 则 
本 得 天 A 人 


dW 
EE (2 

二 f(x, y,， » tit>0,(r, y)ERN 
u | ,0o 一 P(X, 了 (初始 位 移 ) 


|。 = gz，y) 《初始 位 移 速度 ) 


ou 
9y 


or 
(TS + hu) 一 一 
其 中 必 人 302 上 的 弹 性 支撑 的 弹 人 系数 ， 8 是 加 在 边 界 
Z 


如 果 讨 论 稳 态 问题 , 一 切 量 和 时 间 无 关 , 即 变 为 薄膜 的 平 稀 
问题 ， 则 可 得 关于 x(z， y) 的 二 维 泊 松 方程 或 二 维 调和 方程 的 记 
值 问题 . 


1. 2.4 电磁 波 和 稳定 的 电磁 场 


设 t 为 时 间 变 量 , (rz，y，z) 为 空间 变量 , (zx， yy, z，t) 和 
瓦 (z，>，z， t) 分 别 表示 电场 强度 和 磁场 强度 , 为 简单 计 , 设 介质 
是 均匀 的 , se，A，a 分 别 表示 介质 的 介 电 常数 ， 磁 导 率 和 电导 率 ， 
则 电磁 场 满足 马克 斯 威 尔 (Maxwell) 方 程 组 
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V x 六 = 一 e2E+o 


了 .(eE) 一 4AXp0o(X, y, 2, 1) 
V，: (uB) 一 0 


其 中 Y 是 关于 空间 变量 的 梯度 算 子 , p(x，y，, x) 为 电荷 体 密度 ， 


此 方程 组 虽然 是 有 6 个 未 知 函 数 的 8 个 方程 级 成 的 超 定 方程 组 ， 
但 是 不 难 证 明 ， 只 要 初始 条 件 
El|,, 一 Elz, y, 之 ) 
Hl|,, 一 HB,(z, y, z) 
满足 后 两 个 方程 , 即 
VV: (EE,) = 4 Xo(r, y, 2) 
vy. (uxH,)=0 
则 满足 前 6 个 方程 的 政和 了 豆 在 任意 的 时 刻 上 之 0 会 自然 地 满足 后 
两 个 方程 , 所 以 在 讨论 非 稳 定 的 电磁 场 时 , 后 两 个 方程 实际 上 只 
是 关于 初始 条 件 的 一 种 限制 . 
为 了 在 及 中 的 某 一 区 域 2 中 确定 电磁 场 的 分 布 、. 除 初始 条 件 
外 ,还 要 提 边 界 条 件 , 例 如 最 简单 的 是 已 知 二 和 二 在 0 的 边界 
3 2 上 的 分 布 , 但 许多 实际 的 问题 边界 条 件 是 较为 复杂 的 . 
对 于 方程 组 的 问题 , 为 了 简化 问题 , 减少 未 知 函 数 的 个 数 ， 
有 时 可 对 方程 组 作 某 些 微分 运算 和 代数 运算 来 消去 某 些 未 知 函 
数 , 或 者 引入 适当 的 未 知 函 数 变 换 ， 在 进行 这 些 运算 和 变换 时 党 
常用 到 基础 数学 场 论 中 的 基础 知识 . 在 马克 斯 威 尔 方程 组 中 , 对 
第 一 个 向 量 方程 作 旋 度 运算 ,然后 根据 方程 组 消去 如 可 得 只 含 瑟 
的 方程 组 。 _ 
a%k oak 


一 上 AX 
Le ntu MLV Plr,y, 2)=0 


如 果 对 第 二 个 向 量 方程 作 旋 度 运算 ， 然 后 根据 方程 组 消去 也 
可 得 方程 组 
pe oH po oH aR 


22 


B2 


其 中 4 是 拉 普 拉 斯 (Laplace) 算 子 VY，VY . 恕 果 a =0， 即 介质 不 
导电 时 ， 则 得 到 标准 的 向 量 形式 的 波动 方程 , 特别 对 于 真空 介质 
y= 0,c= 霹 为 光 在 真空 中 的 传播 速度 . 如 果 。 二 0， 即 介质 


高 度 导 电 时 ， 所 得 到 的 是 标准 的 阿 量 形 式 的 热传导 方程 ， 这 时 间 
题 有 了 本 质 的 不 同 , 不 再 是 一 种 波动 过 程 ， 当 然 通 条 均 设 天 0， 
ww 天 0， 这 时 问题 是 一 种 波动 过 程 ， 

从 上 述 的 结果 可 知 ， 如 果 在 全 空间 讨论 均匀 介质 中 的 电磁 波 
时 ， 只 要 讨论 初 值 问题 , 而 且 这 时 对 电磁 场 强 度 的 每 一 分 量 均 可 
独立 地 求解 标量 波动 方程 (o = 0 时 )，, 或 求解 推广 了 的 标量 波动 
方程 (o 关 0 时 ). 如 果 是 在 有 界 区 域 中 求解 ， 则 还 应 提 边 界 条 件 ， 
通常 边界 条 件 较 复 森 , 常 当 表现 为 各 分 量 的 隅 合 形式 , 这 时 只 能 
联 立 求解 . : i 

如 果 讨 论 稳定 的 电磁 场 ,这 时 一 切 量 和 时 间 无 关 而 得 静电 场 
或 静 人 磁场 的 基本 方程 组 . 静电 场 的 基本 方程 组 为 

V xXE=0 
vy. (ef) = 4AX0(X, ys 之) 
由 于 无 旋 , 而 引入 电位 场 wz，y，z) ,下 一 一 VP， 则 可 得 泊 松 
方程 
V9 一 一 7 P(X, y, 2) 
P= 二 0 时 , 则 为 三 维 调和 方程 ,如果 是 在 一 个 有 界 区 域 2 中, 则 还 
要 根据 物理 条 件 提出 一 定 的 边界 条 件 而 得 泪 松 方程 或 调和 方程 的 
边 值 问题 如果 在 全 空间 R: 中 , 则 只 要 加 上 在 无 穷 远 处 p 趋 于 零 
的 条 件 ， 也 可 唯一 地 确定 得 全 空间 的 电位 
PI, yz) 一 + pl§, Pp, &) 


] 
W(Cz 一 和 十 (7 一 7 十 (> 一 史 0 
此 公式 的 物理 意义 只 要 从 位 于 点 〈*，7，5) 的 单位 点 电荷 在 整个 . 
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dédnd¢ 


必 电位 是 一 一 -有 
产生 的 电位 是 用 一 二 二 一 二 二 二 即 可 得 到 
解释 . 


“1. 2.5 固体 弹性 波 


设 上 为 时 间 坐 标 ，(z，y，z) 为 空间 坐标 , 用 弹性 体 的 质点 相 
对 于 平衡 位 置 的 位 移 向 量 (zx, y,z，, zt) 来 表征 弹性 体 在 应 力 和 
外 源 作用 下 所 引起 的 形变 和 运动 ,在 小 变形 下 各 向 同性 的 弹性 介 
质 ， 其 内 力 构成 一 应 力 张 量 , 即 三 阶 对 称 阵 


oO UL, YY Oz 
二 
II 一 | 5， 0， 
OO, 过 0, 多 0O, 


其 中 三 个 行 癌 量 分 别 表示 对 应 和 王 直 于 各 坐标 轴 的 单位 面积 的 应 力 
癌 量 ， Gr» OO,» 0O. 表示 下 应力， 其 余 的 表示 前 切 应 力 ， 设 u 一 (wu, 
v， tw) ， 应 力 和 位 移 的 关系 由 席 死 (Hooke) 和 定律 给 出 为 


ro 一 08 十 24 和 


9 
9y 一 0 十 2 人 有 


4 
sg = 0+ 2 p45 : 
人 
ot 
sy = 0 = (+ ) 
其 中 0 一 了 尺 一 守 十 了 十 了 ,4 和 是 拉美 参数 ,一 般 情 况 


它们 是 空间 变量 的 非 负 函数 . 又 设 oCz，y， z) 为 质量 密度 , F(x， 
y, ,2) 一 (FF FF) 为 外 加 的 体积 力 强度 ,根据 牛顿 第 二 和 定 
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律 得 出 运动 方程 组 


= 于 (9) 十 总 (ow) 十 六 (0) 十 忆 
3 一半 (6 十 部 (0) 十 总 (ow) 十 
po = 0 .) + jo ?十 5 过 (c-) 十 民 


是 关于 了 的 二 阶 线 竹 方程 组 ， 如果 在 全 空间 Rs 中 求解 ,， 则 还 需 
给 出 初始 条 件 i | 
zj 一 Ww 《〈 初 位 移 ) 
a >» 
于 | 一 zw 《初速 度 ) 
如 果 是 在 某 一 区 域 9 C Rs 中 求解 ,还 需 给 出 边界 条 件 而 得 一 混 
合 问题 . 例如 , 给 定 x 在 Q 的 边界 ?上 的 值 . 
如 果 4 和 4 是 常数 , 则 运动 方程 组 可 为 
2 一 pA + +p V(Y 2) 十 下 
这 时 还 可 根据 向 量 分 析 的 公式 , 引入 适当 的 变换 ， 把 问题 归结 到 
标准 的 波动 方程 形式 . 即 设 
F~ vyU-YXL 
| 一 YE 二 YX 了 
则 不 难 验证 , 若 旬 和 有 4 分 别 满足 


p 5 一 QQ 十 24)AG 十 也 


po 


3 24 一 全 


则 zz 必 满 足 弹性 波 运动 方程 组 . 如 果 在 全 空间 求解 , 则 只 要 给 出 
初 值 条 件 而 独立 地 求解 纯 量 波动 方程 的 初 值 问题 . 如 果 在 有 界 区 
域 中 求解 , 则 还 需 给 出 边界 条 件 , 但 这 时 边界 条 件 变 为 各 分 量 之 
间 的 一 个 微分 等 式 , 这 对 完全 解 出 方程 组 的 定 解 间 题 带 来 很 大 的 
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困难 . 由 多 所 确定 的 振动 称 为 纵波 , $B 为 纵波 的 标量 位 势 , 由 4 
所 确定 的 振动 称 为 横 波 ,4 为 模 波 的 向 量 位 势 . 

如 果 y = 0， 这 时 方程 大 为 简化 , 只 有 主 应 力 , 无 切 应 力 , 且 
0, 一 0, 二 ao. ， 令 它们 为 己 则 运动 方程 为 


a 一 gradP 十 F 


其 中 = adiv wu， 这 实际 上 就 是 流体 小 扰动 下 的 运动 方程 ,这 时 
若 外 加 的 源 项 和 初始 位 移 w。 和 初始 速度 wm 均 为 无 旋 向 量 时 ， 
则 弹性 波 无 模 波 , 问题 归结 为 纵波 标量 位 势 的 波动 方程 , 也 就 是 
说 ， 这 时 纵波 不 会 发 生 转换 . 

如 果 位 移 只 在 xz 的 方向 , 且 一 切 物理 量 均 只 依赖 于 上 和 z ， 
得 一 维 弹 性 波 方程 

2 ~ 二 | (1 十 2 5 | 十 F 

可 视 此 为 弹性 杆 的 纵 振动 的 方程 , (zx, zt) 为 纵向 的 微小 位 移 , FF 
是 外 加 的 纵向 力 , 为 了 确定 其 振动 还 要 加 初始 条 件 和 边界 条 件 ，* 


“ 1.2.6 流体 波 ,声波 方程 和 稳定 的 流 场 


设 上 为 时 间 坐 标 ，(z，y，z) 为 空间 坐标 , 用 流体 的 速度 v 
(X,Y 之 ,ft) = 二 (vj, vs， V3) .密度 p(x, y, z,1) 和 压强 P(x, y， 
z, 1 作为 表征 理想 流体 在 内 力 和 外 力作 用 下 运动 过 程 的 物理 量 ， 
因为 在 一 般 情况 下 流体 是 可 压缩 的 ， 所 以 密度 p 和 压强 已 是 时 间 
.和 空间 的 函数 ,根据 质量 守恒 原理 和 牛顿 第 二 定律 可 得 方程 组 


+ div(o 3) = 0 (连续 性 方程 ) 


po 了 十 pG 六) 了 二 grad 书 一 天 (运动 方程 ) 
其 中 天 是 外 加 的 体力 . 这 里 有 五 个 未 知 量 , 但 还 只 有 四 个 方程 ， 
所 以 是 欠 定 型 的 , 为 此 需 再 加 一 个 方程 在 绝热 等 的 条 件 下 通常 


需 再 加 一 个 状态 方程 
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好 


= f(P) 
其 中 刻 (P) >>0 f 是 已 知 钞 数 . 类 似 地 , 为 了 确定 流体 的 运动 还 
需 加 初始 条 件 和 边界 条 件 . 但 是 从 方程 可 看 出 , 这 已 是 一 个 很 复 
隶 的 非 线性 方程 组 ， 其 边界 条 件 通常 也 是 非 线 性 的 . 所 以 在 有 些 
情况 下 可 以 根据 物理 意义 来 简化 问题 ， 下 面 用 小 拢 动 线性 化 的 典 

型 方法 把 问题 线性 化 ， 从 而 推出 声波 方程 . 

设 流体 只 在 其 平衡 状态 下 作 微小 的 振动 ， 在 平衡 状态 下 的 压 
力 为 Po ， 密 度 为 Co ， 为 简单 计 设 它 们 均 为 常数 ， 这 样 将 C 一 po， 

ER# dV dV: 9 


DO 
已 一 Po 5 有， Vi 本 Fy’ 3z 等 等 视 为 一 阶 小 量 , 略 去 高 
也 小 量 , 运动 方程 变 为 
pv+gradP—F 
添上 高 阶 小 量 52 也 得 


ad | grad Pp — F 


两边 作 散 度 并 由 连续 性 方程 得 
一 2 十 div(grad 已 ) = divF 
人 
5 一 (PD) 3 5 
从 而 得 出 


2 
一 f'(P, 2 二 十 4 已 = dv 


这 是 标准 的 波动 方程 ， 称 之 为 声波 方程 . 如 果 要 消去 P 而 保留 
2， 则 由 2 = /7(P)， 并 略 去 高 阶 小 量 类 似 地 可 得 


1 
一 万 [ED 
从 而 得 
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9 4 1 . 
jp2 万 (CPI 一 div F 


它 也 称 为 声波 方程 . 
如 果 讨 论 稳 定 的 不 可 压缩 均 匀 流体 的 无 误 i 
grad U ， 则 根据 连续 性 方程 得 
9U IU 9 
dX dy dz 


如 果 是 有 源 情 况 ， 则 得 泊 松 方程 , 这 和 静电 场 的 情况 相似 . 
“1.2.7 电报 方程 及 定 解 条 件 


在 电路 理论 中 用 电流 强度 I 或 电压 V 作为 表征 电磁 过 程 的 物 
理 量 , 用 集中 在 一 些 个 别 点 上 的 电阻 R ,电感 上 和 电容 C 等 参数 
描述 介质 的 特性 , 在 此 过 程 中 只 有 唯一 的 时 间 变 量 是 目 变 量 , 所 
遵从 的 是 根据 克 希 霍 夫 (Krichhoff) 定律 所 得 到 的 管 微 分 方程 . 但 
是 ， 当 在 高 频 情 况 下 讨论 电磁 波 在 时 间 空 间 的 传播 时 , 问题 要 复 
杂 得 多 ,此 时 表征 的 物理 量 是 电场 强度 和 磁场 强度 ,描述 介质 特 
性 的 是 介 电 系数 ,导电 率 和 导 磁 率 等 , 遵从 的 是 马克 斯 威 尔 偏 微 
分 方程 组 . 但 是 研究 高 频 电磁 波 沿 着 传输 线 在 时 间 空 间 (i, x) 中 
的 传播 时 , 问题 可 得 到 很 大 的 简化 , 仍然 可 引进 电流 强度 了 和 传 
输 线 同 轴 双 线 间 的 电压 Y 等 概念 , 且 用 它们 作为 表征 此 种 电磁 波 
传播 过 程 的 物理 量 ， 而 用 单位 传输 线 的 电阻 R 、 电 感 工 .电容 C 
和 电 漏 G 来 描述 介质 特性 , 但 现在 的 这 些 参 数 一 般 已 不 是 集中 分 
布 而 是 连续 分 布 . 

如 图 1. 4, 把 同 轴 传 输 线 视 作 平 行 于 xz 轴 的 双 线 , 设 V(x,t) 
表示 在 时 刻 上 同 轴 双 线 x 处 两 线 间 的 电压 , T(zx, t) 表示 时 刻 1 同 
轴 双 线 z 处 的 电流 强度 . 在 同 轴 双 线 中 任 取 出 [x, x 十 dz] 间 的 
一 段 微 元 , 得 到 一 等 效 的 C 一 R 一 LL 一 G 电 路 , 根据 克 希 替 夫 第 
一 定律 和 第 二 定律 (分 别 对 应 于 运动 方程 和 连续 性 方程 ) 得 
-2 t) Ldx 


动 . 令 v 一 一 


ID 


T(x, 1) Rdz 十 
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二 V(r 二 + dr,t) — V(r,t)=0 


9 


V(x, 1) G dx + et Cdz 


十 T(z 十 dz， 1) — 1i(z,t)=0 


(r+ Ar,t) 


T(xst) Rd> 
(zi V (r+ Ar,t) 
Cdz | 
图 1.4 
令 dz 趋 于 零 取 极限 得 


DT Dr 
az tiartRi=0 
3 DY 
3ztCarteoVv=0 


称 之 为 电报 方程 组 , 利用 求 导 和 加 减 消 去 等 变换 可 分 别 得 出 关于 
V(x, Zz) 和 7(zx,z) 完全 相同 的 二 阶 方程 


2 CS 一 (LG 十 RC) SY ~ ROV=0 
?二 -1ZC 5 一 (LG+RC) 光一 RGT= 0 
称 之 为 电报 方程. 
对 于 理想 的 情况 , 若 没 有 损耗 ， 即 尺 =G = 0 时, 得 标准 的 
波动 方程 | | 
a 1 9 a 1 32 


FE IC 或 还 一 区 了 有一 
讨论 电报 方程 或 电报 方程 组 的 问题 , 除了 初始 条 件 外 ， 边界 
条 件 具 有 很 重要 的 意义 , 要 根据 具体 的 物理 条 件 , 类似 地 取出 端 
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点 附近 的 一 个 小 的 微 元 应 用 克 希 和 蛤 夫 第 一 定律 和 第 二 定律 列 出 等 
式 ， 然 后 再 取 小 微 元 的 长 度 趋 于 零 取 极限 而 得 边界 条 件 ， 例如 讨 
论 区 间 [0, /jj 上 的 传输 线 , 设 在 xz = 0 端 有 一 电动 势 为 e(z) 的 电 
源 ， 另 一 靖 工 一 /是 开路 , 在 xz = 0 端 取 L0, dzj 的 一 微 元 ,根据 
克 希 堆 夫 第 一 定律 和 第 二 定律 得 


人 


1(0, £) Rdz 十 DD jar + Vdr,t) — elf) =0 


Cdz 十 (dz ti) 一 (0 0 一 0 


V(0, 1) G dz 十 iron 2 


令 dr 一 0 得 xz 二 0 端的 边界 条 件 
V(0, 1) = elt) 
0 上 ) DY (0，z) 

ot 


局 一 个 等 式 也 训 是 表示 电报 方程 组 的 第 二 个 在 x = 0 端 也 成 
立 ,， 类似 地 可 得 = /端的 边界 条 件 是 
Yo 
:ys 


oa 1710, 1) a9Vu, t) 
ox dt 


二 GVOU,t +cC 一 0 
另外 ， 由 于 开路 ,显然 有 IQ，, 1) = 0. 实际 上 由 CU, 起 一 0, 可 


以 推出 “一 2 一 0， 常 遇 到 的 边界 条 件 还 有 在 = = ! 端 短路 ， 


这 时 VU,t) = 二 0， 从 而 可 以 推出 “一 刀 2 一 0 . 一 般 说 来 ， 如 果 
在 一 端 是 由 外 加 电动 势 妃 ,电阻 > 和 电感 为 和 所 关闭 ， 则 边界 条 
件 是 了 一 巨 十 rT 二 132 ( 当 z=0 或 一 /时 ) 
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1.3 二 阶 线性 方程 的 分 类 和 标准 形式 及 
特征 的 概念 


1. 3.1 两 个 自 变 量 时 的 分 类 和 标准 形式 , 特征 曲线 
设 方程 


Liw|= 2 (x, vy) 2 十 2 Ql2 (x, y) 人 
十 az2 (XY， 网 3 十 Qi(Z， ») 3 本 一 
十 六 (zz，y) 了 十 c(z， yu=0 (1) 


方程 中 会 二 阶 导 数 的 部 分 称 为 方程 的 主 帮 设 aij 不 全 为 零 , 我 们 
的 目的 是 通过 自 变数 的 非 奇 异 变 换 来 简化 方程 的 主 部 , 同时 用 方 
程 在 此 种 变换 下 保持 不 变 的 性 质 对 方程 进行 数学 上 的 分 类 . z 
议 作 目 变 量 的 非 奇异 光滑 变换 

§ = E(x, y) 

7 = 7(X, y) 
未 知 国 数 x 作为 新 的 和 目 变量 “7 的 函数 仍 记 之 为 (6，7) ， 则 方 
程 变 为 


0% 


Al(€, 7) 3+ 24 下 


2 


+ A + BS < Cu=0 


197 
其 中 ， 
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41 (2， 77) ， Bi(é, 7) ， Ci(&, 7) 的 表达 式 从 略 ， 如 果 令 Wl2 一 W221 
Ai, 一 A, 》 则 《2) 式 可 以 表示 为 


as 36 3a6 37 

(人 ] dX dy 人 DZ gx cr 
A, 4，， d7 97 C21 Wz2 : a€ 97 
T dy 9y dy 


从 而 在 自 变量 变换 下 由 二 阶 项 主 部 系数 组 成 的 对 称 和 矩阵 怡 是 相合 
的 关系 ， 其 变换 元 阵 是 目 变 量变 换 的 雅 可 比 (Jacobi) 和 窍 阵 
9€ 4 
a(é,7) 197 gy 
ez) |97 97 
dX dy 


其 行列 式 不 为 零 , 所 以 数学 上 根据 方程 主 部 系数 组 成 的 对 称 和 矩阵 
(ai(zx，y)) 在 非 奇 异 相 合 变 换 下 不 变 的 性 质 对 方程 进行 完全 的 
分 类 ,等 价 地 就 是 根据 二 次 型 QO) = >”》 as(z，, yy) 4 力 在 非 
奇异 线性 变换 下 不 变 的 性 质 来 进行 分 类 . 又 由 于 假设 as 不 全 为 
零 , 而且 只 有 两 个 自 变量 ， 所 以 只 要 根据 二 阶 对 称 阵 行列 式 的 符 
号 就 可 进行 完全 的 分 类 . 同时 所 请 使 方程 得 到 某 种 简化 和 化 为 某 
种 标准 形式 , 也 就 是 要 根据 关系 式 (2') 或 (2) 使 主 部 对 应 的 对 称 
矩阵 得 到 较 简 单 的 形式 和 化 为 某 种 标准 形式 . 

和 记 


A(Z， y) 一 一 


| 
QI1 (XT， y) Qs (XT, y) | 
— Wlz 11 G22 


‘ari(X, yy) a (TX, ») 
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Qi) 若 4Gzyy)>0,， 则 称 方程 也 1z 一 0 在 点 (人 z，y) 为 双 
曲 型 ， 若 在 某 一 个 区 域 2 (或 点 集 ) 中 均 有 4A(z，?) 过 0， 则 称 在 
此 区 域 2 (或 点 集 ) 中 工 Luj = 0 为 双 曲 型 

Qi) 洛 4(z, yy) = 二 0，, 则 称 方程 LLxj= 二 0 在 入 (7z, y) 为 抛 
物 型 ,类似 地 定义 在 一 个 区 域 2 (或 点 集 ) 中 二 [zj= 0 为 抛物 型 . 

(ii) 车 A(z, y) 二 0，, 则 称 方程 上 [xj = 0 在 点 (z，y) 为 
椭圆 型 的 ,类 似 地 定义 在 一 个 区 域 2 (或 点 集 ) 中 工 [x] 为 椭 回 
显然 = aw 二 0; as 天 0 时 ,或 ay= 0, anaw 达 0 时 是 双 
曲 型 的 . aa ，aiz 二 0; az 天 0 或 as 一 0，ali 一 0，all 天 0 是 抛物 
型 的 . aj 一 0,， aiiaz 之 0 时 是 椭圆 型 的 . 在 这 些 特殊 的 情 沈 中方 
程 的 形式 较为 简单 .所 以 问题 在 于 是 否 能 把 一 般 情 况 下 的 二 阶 线 
性 方程 ,根据 属于 不 同类 型 的 区 域 , 找到 适当 的 目 变 量变 换 使 方 
程 变 为 这 些 特殊 的 或 更 简单 的 标准 形式 . 

根据 基本 的 关系 式 (2), 若 能 选取 Cz，y), 7Cx，y) 为 一 阶 
偏 微 分 方程 


9 ” dmdg 
Cii(Z， 了 E54 十 2 a (xr, y) FoF 


+ au(z, 9) (32) =0 (3) 


的 解 ， 则 必然 会 有 
4 7) 一 4 7) = 0, Ai,(é, 7) 关 0 

而 一 阶 候 微分 方程 (3) 的 解 和 筑 微 分 方程 的 解 的 天 系 有 下 列 基 本 
定理 : 设 V F(x, y) 了 关 0,， 则 q(x, yy) 是 (3) 的 解 的 充分 必要 条 件 
是 9Cz,，y) = C 是 一 阶 常 微分 方程 

ai Ydy) — 2 a Tr, y) dr dy a rT, ydz) (4) 
的 通 积 分 . 

证 明 若 Vp(z, y) 关 0, pz yy) 二 C 是 (4) 的 通 积分 , 则 对 
任意 的 C， 沿 着 积分 曲线 g(x, y) 二 CC 有 Ydr 二 dy 二 0, 代 

33 


入 (4) 有 z 
aun(f) 二 2 aupb 二 azp=0 

又 由 于 C 可 以 任意 改变 , 积分 曲线 族 gC(x, y) = 二 C 可 以 覆盖 某 一 
个 区 域 2 , 故 在 此 区 域 2 上， 上 式 恒 成 立 , 这 就 证 明了 充分 性 . 
又 车 Vp 关 0, Fx,，y) 在 区 域 2 内 满足 一 阶 偏 微 化 方程 (3), 特 
别 ,， 沿 着 任意 曲线 Fx, y) 二 C 上 的 点 (xz,，y) 有 dr 十 dy 二 
0 ,所 以 沿 着 曲线 gx，y) 一 C 必 有 

Qaur, ydy)  — 2 aCT, y) dr dy 二 + a (xr, y)(dr):=0 
这 就 证 明了 必要 性 , 即 g(x, y) 二 C 是 (4) 的 通 积 分 ， 

称 常 微分 方程 (4) 为 二 阶 线性 偏 微 分 方程 (1) LLxj = 0 的 特 
征 微 分 方程 ， 称 特征 微分 方程 的 积分 曲线 为 上 [uj = 0 的 特征 曲 
线 . 

(1) 者 在 区 域 人 内, A(x, y) = ai 一 aaaz 盖 0， 即 有 内 方 
程 上 [xj]== 0 是 双 曲 型 的 , 这 时 特征 微分 方程 (4) 一 定 可 以 分 解 为 
两 个 不 同方 回 场 的 一 阶 稼 微分 方程 ， 从 而 有 两 族 不 同 的 特征 曲 
线 . 

当 a 一 az 二 0, aw 关 0 时 , 特征 微分 方程 为 2 azdz dy 一 0 
， 所 以 得 dz=0 和 dy 一 0， 这 时 坐标 曲线 族 z = 二 c 和 并 一 cz 是 
两 族 特征 曲线 , 用 az(z，2?) 除 方程 LT 公 ] = 0 的 两 端 得 标准 形式 


jo + Ailz, ») 3 世 十 Blz, y) + Cl 7) 2 一 0 


当 al 天 0 时 ， 特征 微分 方程 分 解 为 
dy Ul? 十 VY ACrx, y) 
dz 


| 


dy _ — MA(z, y) 


dr | QI11 


设 它 们 的 通 积分 分 别 为 由 (zy) = 一 cl 和 Hz y) 一 cz， 若 作 代 换 
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4 一 (Zz,， y) 
7= (rx, y) 
则 必然 有 A11(§, 7) == A2s 6， 7) = 0，A1,C, 7) 关 0，, 方程 变 为 


2AisCé, 7) 2 十 A,(&, 7) 5 


十 Bi(é, DT 7 + Clé, Wu 一 0 
或 
2 十 4， 7) a ,Bil 7) 5 7 + Celé, Pu=0 


称 此 为 双 曲 型 方程 的 第 二 种 标准 形式 . 
如 果 再 作 变 换 


”了 
& 一 7 (3 十) 


7 一 六 (一 


则 得 
5 一 2 十 A (5， 3 2 十 Bsls, 站 了 # + Cls, t) uo=0 

你 之 为 双 曲 方程 的 第 种 标准 形式 或 简称 为 标准 形式 

(ii) ”者 在 区 域 介 内 A(zx, y) = 0，, 即 在 人 2 内 方程 L[xj==0 
为 抛物 型 的 ,这 时 特征 微分 方程 (4) 只 能 确定 一 个 方 癌 场 ， 从 而 
只 有 一 族 特 征 曲 线 . 

若 ali(T,y)=0, 这 于 必然 有 a1s (Zz ,yy) 二 0, aw(X,y) 闫 0， 
其 特征 微分 方程 为 (dx)? = 0,x = 二 c 是 特征 曲线 族 , 这 里 方程 
Llul=0 站 
Qa,2 (XT， y) 5 妾 十 QI， y) 5 = 十 bilz, y) 5 y+ C(x, y)u=0 
两 边 用 y) 除 ， 


3 十 Al(z， 3 ~ 十 BPB,(z,， y) 5 y 十 C1, y)z 一 
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车 ali(z，y) 关 0， 这 时 特征 微分 方程 为 
(andy 一 aiwdz): = 0 


即 = 
设 wz，?) 二 ci 是 特征 方程 的 通 积分 ， 作 函数 代 换 
一 p(x, y) 
7 = (x, y) 
其 中 pCz，y) 是 任意 的 一 个 光滑 函数 ,使 | 问 生 开 | 关 0， 则 必 
然 有 


Ail§, 7) 一 0， A,,(é, 7) = 0， A,,(£, 7) 下 0 
方程 变 为 
An(§, WD) 5 于 + 4i(6， 7) 5 


十 B,(é€, 7) 3 7 + Ci(e， 7)u=0 
用 A,,(§, 7) 来 除 得 
3 十 A 7) IE + 有 Ce， 7) 3 # + Calé, Wu —0 


称 它 为 揭 物 再 方程 的 标准 形式 
(iii) ” 若 在 区 域 0 中 A 二 0, 即 在 2 中 工人 [x]= 0 这 椭 图 型 ， 
这 时 必然 a 《z,， yy) azz (x, y) 这 0，, 除 9(x, yy) 夺 cc 外 一 阶 偏 微分 
方程 (3) 无 其 它 实 值 解 ， 特征 微分 方程 (4) 无 实 的 特征 曲线 . 这 时 
由 特征 微分 方程 确定 复 的 方 同 场 而 得 
dy Ql» (XX, Y) 十 1 和 一 和 A 
dz au(T, y) 
任 取 “十 ”或 “一 ” 吉 ， 人 
X,Y) = Br, yy) 十 1 9，y) 一 
可 证 | 38 多 | 关 0， 且 复 信函 数 p(x，y) 满嘴 方程 (3), 即 


30 


Qu(r, YG) 2 Ax, y) PP awlr, y) P=0 
分 别 取 实 部 和 虚 部 得 
Qn Hz 二 2 ai Pz Py + 422 Hy = 
: a Gz 十 2 QA12 Per Wy + 422 Py 
人 CH Pzpr 二 A12 (向 > 他， 十 PRz) 二 dpiyR y= 0 
所 以 , 若 作 变换 
| = P(r, y) 
| 7 = f(x, y) 
必 有 Ai(E, 7) = Aw(&,7) 关 0，Ais(&, 7) 二 0， 从 而 方程 [ 世 ] 
变 为 四 
4 7 ) + A (€, 7) 到 十 A1(&€, 7) z 


十 B,(é， p) 2 “+ Ci(é, 7 u= 0 


E22 
用 Al1(§, 7) 二 
9 人 % 
称 之 为 椭圆 型 方程 的 标准 形式 ， 
特别 ， 对 于 和 常 系数 二 阶 线 方程 
9 


L [wu] = a a dy 


+ a +h 4 十 cx 一 0 


其 中 i) 不 不 全 为 零 的 常数 , ai, b,c 为 常数 根据 上 述 的 讨论 立 
即 可 知 ; 

(i) 当 人 = ats 一 anazz 之 0 时 , 在 平面 R 中 方程 为 双 型 ,两 
特征 线 族 均 为 直线 族 , 总 可 用 日 变量 的 非 奇 异 线 变 换 使 方程 变 为 
标准 形式 

a+ +cu=0 
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(第 二 种 形式 的 慰 准 形 ) 


9 24i aw 
5? 本 4 5 十 3 
多 种 标准 ) 


其 中 系数 仍 均 为 篆 数 ， 如果 骨 作 未 知 沙 数 的 变换 


1 


-- 一 ! 
u(s, 1) = ee 23 3 vy(s, 1) 


十 cw 二 0 


则 变 为 
9z 3 
as 9f 
(i) 当 信 == 0 时 , 在 R* 中 方 标 均 为 抛物 型 ,只 有 一 族 特 征 
曲线 , 而 且 是 直线 族 ， 总 可 作 目 变量 的 非 奇异 线性 变换 使 方程 变 
为 标准 形式 


十 cv 二 0 


9 wu 
3 7 5 十 aa5 关 十 4 


如 果 绸 作 未 知 困 数 的 代 换 
2 四) = e #7 un(E ) 


3 + eu 0 


则 方程 变 为 
9 YU DO 
3 7 十 433E 十 cv 二 0 
(ii) 当 4A< 0 时, 在 R? 中 方程 为 椭 贺 型 , 无 实 特征 曲线 ， 
总 可 作 自 放生 国王 页 线性 施加 使 方程 变 为 标准 形式 ， 
9 
+ 0 十 + cu =0 
基调 作 未 知 质数 的 代 损 
u(é, 7) 一 ge Be26+é2 v(€, 7) 
则 可 得 
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例 1 特 里 车 米 (Tricomi) 方 程 
?7 xzz 十 ty 一 人 
4(Cz， y) 二 一 y， 特 征 微分 方程 为 
(dx)? + y(dy)*=0 
当 y 之 0 时 , 方程 为 双 曲 型 , 特征 曲线 族 为 


2 
一 一 yy) 一 “1 


和 rz 二 (一) = 
作 代 换 
一 工 一 二 (一 y)2 
一 2 ,3/2 
: 7 一式 十 二 (一 yy] 
方程 变 为 标准 形式 
9 % 1 du dul 
7% 6 一 页 ( 匡 太 )- 0 < 


当 y> 0 时 , 方程 为 枯 图 型, 特征 方程 为 
(dz + iWy dy)(dr— i 和 Wy dy)=0 
取 dz 十 i y dy 一 0， 它 的 复 值 通 积 分 为 


zz 二 ie 


作 变 换 
é=z 
7 -一 Eh 
方程 变 为 标准 形式 
du go 19aou 
Ez 7 之 0 


如 果 在 包含 z+ 轴 的 某 一 个 区 间 在 内 的 一 个 区 域 2 中 来 讨论 特 里 
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苛 米 方程 的 定 解 问题 , 则 它 成 为 一 个 混合 型 的 偏 微分 方程 的 问 
题 ， 此 种 问题 的 研究 在 高 速 空气 动力 学 中 有 很 大 意义 ， 特 里 苛 米 
方程 的 推广 是 


其 中 天 是 正 的 否 数 , 类似 地 可 分 别 求 出 它 在 双 曲 型 区 域 和 椭圆 弄 
区 域 的 标准 形 . 


1. 3.2 多 个 目 变 量 时 的 分 类 和 特征 曲面 


设 L Eu] = DY az) -ee 


1 一 ] j= 二 1] 


十 > 已 (z) 了 cr)u= 0 (5) 


是 ?个 目 变 量 工 一 (zi，zZa， TX) 的 二 阶 线性 侦 微 分 方程 ， 其 
中 Qi 人 (位 ) 一 QH 元)， Qi (I) 不 全 为 零 ， 
(Se ) 


议 一 <“(Zz) 为 目 变 量 的 非 奇 异 苑 滑 变 换 ， 记 Hz 一 一 


Xs) 
( 取 ) 为 变换 的 雅 可 比 (Jacobi) 矩 阵 , 其 行列 式 为 ，J 关 0. 在 
新 的 自 变 量 = (61, 6,,，…，$,)” 下 方程 (5) 变 为 


2 > 4 EE E+ Dh) 3 FE te uo 


;一 1 j==] 


其 中 
We 9606 
A, 一 A; 一 Qu 二 一 (6) 
z 2 2 9 TX, dX, 
或 者 写成 矩阵 的 形式 
6 3 人， 人 
A) = 了) (Re ey) 《6 


据 此 ,和 两 个 目 变 量 的 情况 相似 , 数学 上 根据 方程 (5) 的 主 部 系 
数组 成 的 半 阶 对 称 阵 4 = (ai《zx)) 在 非 奇异 相合 变换 下 不 变 的 性 
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质 对 方程 进行 完全 的 分 类 ,也 就 是 根据 二 次 型 QiD) = >， >， 
ai(x) A 在 非 奇 异 线性 变换 下 不 变 的 性 质 来 进行 分 类 . 

(i) 看 已 G) 为 非 退 化 且 是 不 定 的 , 即 4 是 非 奇 异 的 且 其 特 

征 值 的 符号 不 全 相同 , 则 称 方程 (5) 在 点 z 为 双 曲 型 的 若 再 设 

QAN) 的 正 惯 性 指数 或 负 惯性 指数 恰 为 2 一 1 时 , 即 4 怡 及 一 
1) 个 正 特征 值 或 负 特 征 值 时 ， 则 称 方程 (5) 在 点 x 为 狭义 双 曲 型 
的 , 如 果 在 R" 中 的 一 个 区 域 或 点 集 2 中 每 一 点 , 方程 (5) 均 为 双 
曲 型 或 狭义 双 曲 型 , 则 称 在 2 中 方程 为 双 曲 型 或 狭义 双 曲 型 的 ， 

(i) 著 Qd) 为 退化 二 次 型 , 即 4 为 奇异 方 阵 , 亦 即 4 有 堆 
特征 值 , 则 称 方程 (5) 在 点 x 为 抛物 型 的 . 若 再 设 Q(4) 的 正 惯性 
指数 或 负 惯 性 指数 怡 为 n 一 1 , 即 再 设 4 有 (x 一 1) 个 非 零 同 号 
的 特征 值 ， 则 称 方程 (5) 在 点 z 为 狭义 抛物 型 的 . 类 似 地 定义 在 

一 个 区 域 或 点 集 2 中 方程 为 抛物 型 或 狭义 抛物 型 . 
(Gi) ” 若 Q(4) 为 正定 或 负 定 , 即 4 具有 个 非 零 同 号 的 特 
征 值 , 则 称 方程 (5) 在 点 z 为 椭 圈 型 的 , 类 似 地 定义 在 一 个 区 域 
或 后 集 12 中 方程 为 椭圆 型 . 

由 此 显然 可 知 , 若 设 mo = 0(i 关 站, 则 当 ai 全 不 为 零 且 其 中 
恰 有 一 1 个 同 号 时 ， 则 为 狭义 双 曲 型 ， 当 as 中 恰 有 一 个 为 零 ， 
其 余 1 一 外 个 同 号 时 ， 则 为 狭义 抛物 型 ， 右 Ci 同 写 时 ， 则 为 椭圆 
型 方程 . 特别 , 在 R"+! 中 ,nn 维 波动 方程 为 狭义 双 曲 型 方程 ,xn 维 
热传导 方程 为 狭义 抛物 型 方程 . 在 R" 中 维 调和 方程 或 泊 松 方 
程 为 椭圆 型 . 在 有 的 物理 问题 中 也 会 出 现 非 狭义 的 双 曲 型 或 抛物 
型 的 偏 微分 方程 ， 例如 


nt 


-> 


它 显然 是 R"+” 的 双 协 加 方程 汪 > 加 之 2 时 它 它 是 非 狭 义 
双 曲 型 ， 一般 称 之 为 超 双 曲 型 方程 


< 


如 上 所 述 , 疮 进行 自 变量 的 非 奇 异 光滑 变换 == 《xz) , 则 在 


新 的 目 变 量 ¢ 一 (é&1， 5 ， 四 E.)” 下 未 知 困 数 对 每 一 个 6， 的 二 阶 
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导数 的 系数 为 
4 了 也 on 生生 
据 此 ， 引 入 特征 曲面 的 概念 : 设 一 光 清 曲面 wz) = 0，V98 天 0， 
若 在 曲面 g(x) 二 0 上 的 点 处 满足 
Dp 
则 称 pCx) = 0 为 方程 (5) LL) = 0 的 特征 曲面 . 


若 9x) 一 < 是 方程 (5) 的 一 特征 曲面 族 , 其 中 < 是 任意 常数 ， 
则 Y(z) 在 菜 一 个 区 域 台 内 必 满 足 一 阶 策 微 分 方程 


9 99 _ 
> > a (7) 5 9x (7) 
反之 , 若 V9 关 0, 9z) 是 上 述 一 阶 偏 微 分 方程 在 某 一 个 区 域 0 
上 的 一 个 解 ， 则 曲面 族 g(x) = < 必 是 方程 (5) 的 特征 曲面 族 . 
例 1 3 一 2 之 二 0 
对 应 的 偏 微分 方程 (7) 为 
DE 
不 难 验证 
Qa?(t 一 z): 一 De — 7:)’ 
为 n 维 波动 方程 的 一 个 特征 曲面 ， 它 是 在 (x, 2) 空间 中 ,以 点 


(7 ，72，"…，7,，T) 为 顶点 的 锥 面 . 称 之 为 通过 点 (71，…:，7,，T) 
的 特征 锥 面 . 更 一 般 些 


为 方程 


通过 碟 (T1717 TT) 的 特征 锥 面 ， 其 中 各 ai 为 正 的 常数 . 
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例 2 | 
程 (7) 


显然 : 一“ 是” 维 热传导 方程 的 特征 平面 族 
例 3 0 


对 应 的 偏 微分 方程 (7) 为 


显然 , 除 wz) 一 < 外, 此 偏 微分 方程 无 任何 其 它 的 解 , 所 以 , ” 维 
调和 方程 无 任何 的 特征 曲面 . 


9 下 忆 ， 3 2 
例 4 F312 一 > >》 di (ZZ) 了 7 DA 其 中 (ai;(T)) 在 R” 中 的 
tt 二] J=1 t 1. 


”区 域 8 内 每 一 点 均 为 正定 对 称 阵 ， 方程 在 R"™! 中 的 区 域 2 xR 


内 是 狂 义 双 曲 型 的 . 若 设 上 一 w(x) 为 方程 的 特征 曲面 ， 则 w(z) 
必 满 下 一 阶 侦 微 分 方程 


mr -1 
特别 ,大 ai;《x) = 0G 天 六， aikZ) 一 CCz)， 则 得 
> az(z) (党 ) -1 
此 为 著名 的 光 程 方程 ， 
1. 3. 3 多 个 自 变量 时 常 系数 方程 的 标准 形式 
对 于 之 2 时 多 个 自 变量 的 二 阶 变 系数 线性 方程 


, 并 Fi » 2 
Lixz|= a.,(X) 一 一 一 一 
Lo 2 2 1 92i 9 


十 >, b:(X) su +c(rx)u=0 (8) 
i=1 
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一 般 说 来 , 不 能 找到 一 个 非 奇 异 的 自 变量 的 变换 , 使 在 同一 个 型 
的 小 区 域 9 内 方程 变 为 标准 形式 , 但 对 于 常 系数 的 情况 ,根据 对 
称 和 矩阵 和 二 次 型 化 为 标准 形 的 理论 和 方法 , 则 可 找到 自 变 量 的 非 
奇异 线性 变换 , 使 方程 变 为 标准 形 . / 

设 方程 (8) 为 常 系数 的 , 则 4 = (ai,) 构成 一 个 以 常数 为 元 素 
的 阶 实 对 称 非 零 的 和 矩阵, 则 存在 一 个 非 奇异 的 矩阵 C ,使 


| 
~ 0 
4 q 
CAC: = Bee 


0 
其 中 x = p 十 g，|p 一 g| 均 为 在 非 奇异 相合 变换 下 的 不 变量 . 
甸 果 作 自 变量 的 夺 厅 异 线性 变换 Cz， 则 C = (ow) 
at ，52，… 84) 是 恋 换 的 雅 可 比 和 矩阵 ， 根据 前 边 所 述 一 阶 线性 


g(x， oy ""*y >- 


方程 目 变 量变 换 的 一 般 理 论 ， a 

二 95 

> 弹 - 汪 绊 3 十 > a 十 ew 二 0 
若 再 作 未 知 函 数 的 变数 代 换 

wu (é,， 本 e ) 一 一 att PD . v(E) 
则 方程 变 为 


2 名 
5 > 7 8 
竺 别 ,对 于 狭义 的 双 曲 再 方 各 经 过 上 述 变换 必 能 变 为 
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0% Sd 
洛 一 卫 3- 强 +eo=。 


对 于 狭义 抛物 型 方程 必 能 变 为 
| 5 E+ad 3E tov 0 
对 于 椭圆 型 方程 必 能 变 为 
D531ov=0 

对 于 变 系 数 的 二 阶 线性 方程 (8), 对 于 固定 的 一 个 点 z。, 则 
主 部 系数 构成 的 对 称 阵 (av(zo)) 是 一 常数 为 元 素 的 矩阵 ， 所 以 
存在 一 个 线性 变换 二 Cx , 使 方程 在 点 名 一 Czu 成 为 标准 形式 ， 
不 同 的 点 zx, 有 不 同 的 这 种 变换 ,这 种 方法 称 为 固定 系数 法 , 它 在 
变 系 数 线性 方程 的 研究 中 也 具有 一 定 的 意义 . 


1. 4 和 加 原理 和 刘 大 化 原理 


1,4.1 二 加 原理 (独立 作用 原理 ) 


在 一 个 定 解 问 题 中 ， 各 果 汉 定 方程 和 各 定 解 条 件 均 为 线性 
的 ， 则 称 为 线性 定 解 问题 ， 它 的 一 般 形式 为 ~ 
[J 一 了， (azor E 0 泛 定 访 程 
和 一 加 1 


oO 2 


其 中 工 Luj 是 定义 在 区 域 人 2 内 的 线性 微分 算 子 ， L Cu) 是 定义 在 0 
的 某 一 部 分 边界 * 上 的 线性 微分 算 子 , 通常 ii(w) 是 一 个 比 工 [z 
低 阶 的 微分 算 子 ， 甚 至 4(z) 也 可 以 是 零 阶 的 , 即 4(u) = 4， /为 
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| a + fz, t,t>0,0<r<! 


ou 
u |,_o 一 p(T), ar 


(a ww ps) 
(a 2 十 BS) = Js(t) 


是 线性 问题 ,本 章 所 列 出 的 三 个 典型 方程 的 各 种 典型 的 定 解 问 题 
均 为 线性 问题 , 对 于 线性 问题 成 立 着 线性 释 加 原理 . 此 原理 对 于 
线性 问题 的 研究 起 基本 作用 . 为 简 计 ,下面 把 线性 问题 中 的 每 一 
个 线性 微分 等 式 记 为 工 [wu] = f， 这 里 它 可 以 表示 证 定 方程 , 也 
可 以 表示 定 解 条 件 . 线性 释 加 原理 可 叙述 为 

(i) 车 ww, 满足 L [wj]= ff, 则 


L[ > ci ui | = 3 ci fi 
di) 车 ww 满足 [一 大, 则 
L [> ci Ui | = > ci 
ii 荐 uCz; 各 满足 ZL [vtz, 和] 二 f(z, 6 ,6 是 参 变数 ， 


设 Ve 是 & 的 变化 范围 , 7e 可 以 是 R" 中 的 一 个 区 域 , 也 可 以 是 RR 
中 的 一 曲面 或 一 曲线 等 ， 则 


| ab ulz, 6 d Ve|= | ae) fz, adV 


一 J(X) 


= y(t) 


其 中 积分 是 对 参数 < 进行， 它 可 以 表示 体积 分 ， 也 可 以 表示 面积 
分 或 线 积分 , 要 看 的 变化 范围 V; 而 定 , aC§) 是 任意 的 消 数 . 
当然 ,在 应 用 三 加 原理 (ii) 和 (ii 时 ， 应 该 分 别 要 求 使 求 和 号 
或 积分 号 与 微分 算 子 工 可 以 进行 交换 ， 从 经 典 的 观点 ,这 种 可 以 
进行 交换 的 条 件 较 强 . 但 是 在 某 些 推广 的 意义 下 ,这 种 交换 常常 
是 可 以 的 ， 也 就 是 说 ， 当 我 们 进行 某 些 形式 运算 时 ， 从 经 典 的 意 
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义 是 不 能 进行 的 , 但 在 推广 了 的 意义 下 则 仍 可 以 进行 . 
特别 ， 对 于 齐 次 方程 或 齐 次 定 解 条 件 工 [x] = 二 0， 如果 工 


[o] = 0 时 , 则 工 [ 2 cw]= 0， 如果 上 [ukz, 69]= 0 时 , 则 


L | a(é€) u(x, SS) Ve |= 0 


V 


如 果 从 物理 意义 上 来 解释 ,一 个 线性 定 解 问题 中 , 泛 方程 的 
右 端 函 数 f(x) 和 各 定 解 条 件 的 函数 g; 可 视 为 是 一 些 外 加 的 源 ， 
重 加 原理 表示 ,许多 源 共同 作用 的 结果 等 于 各 个 源 独 立 作用 的 结 
果 的 琶 加 ， 所 以 , 线性 释 加 原理 又 称 为 独立 作用 原理 ,线性 玲 加 
原理 是 线性 问题 和 非 线性 问题 最 本 质 的 差别 . 对 于 有 些 非 线性 问 
题 也 存在 某 种 形式 的 非 线性 又 加 原理 , 发 现 非 线性 秋 加 原理 ,对 
于 非 线性 问题 的 研究 具有 重要 意义 . 

We 
9 


9 / 
3 天 十 5 一 并 十 3Z 2 十 2 Xz: 二 yy 二 RR 
u | 148 一 XY 


根据 释 加 原理 ， 可 把 上 述 问题 分 解 为 两 个 更 简单 的 问题 , 即 
wzZy yy) 二 W(X， yy) 十 zi 人 (zy)， 其 中 


dw du 
| 2 十 3 一 0 


Wi | 24y2=R 一 XY 


3 9y 

Uz [2+yR = 0 : 
又 因 z = 方 (z: 十 6 z!y 十 y) 是 非 齐 次 方程 的 一 个 特 解 ,着 设 
u(x,y) 一 wo(X，y) 十 w(x，y)， 根 据 准 加 原理 , w(x，y) 满足 


和 . | 
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EF 让 CC 十 67 2 十 >) 


例 2 设 z=Z 十 yi 为 复 变 量 , 则 x 的 实 部 和 虚 部 均 是 满足 
二 维 调和 方程 的 多 项 式 , 如 采用 极 坐 标 (~ 了 内 ， 即 rr?cosng， 
"sinn9 均 满足 二 维 调 和 方程 ,根据 登 加 原理 ， 
十 Da rcosn 9 十 0 六 sin n 9) 


也 满足 二 维 调 和 方程 . 
例 3 今 
1 


z 1 
( 9 9 3 5， 9 ) 一 
MN) 
则 
3 4 ad gd 


可 x* yy dr 0 (X,Yy,， z)  (€, 7, C) 
当 参 数 ($,，7, 5) 在 R? 中 的 区 域 V 中 变化 时 , 根据 春 加 原理 
U(X, Y, et d7 dé 


uw (zx, y, z) 在 区 域外 时 满足 三 维 调和 方程 . 根据 位 势 理论 或 
静电 学 中 的 物理 意义 可 知 ， 当 (zyy 2) EV 时 ,w(xz，y, zz) 满足 
泊 松 方程 


2 D 9 % 
I 二 ay: 2 2 Aol 多? 之 ) 


如 果 (6, 7, 5) 在 Rs 中 的 一 闭 曲 面 S 上 变化 , 车 令 
v(x Yy, 2) 一 | ea 


根据 迭 加 原理 , 当 (<*，y，z) 在 S$ 围 成 的 内 部 区 域 或 外 部 区 域 ， 
v(X，y，z) 均 满足 调和 方程 . 


1.4.2 齐 次 化 原理 ( 冲 量 原理 ) 
在 线性 常 微分 方程 中 , 用 常数 变易 法 可 通过 齐 次 次 方程 的 解 来 
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构造 出 非 齐 次 方程 的 解 ， 通 过 齐 次 方程 初 值 问题 的 解 来 构 非 齐 次 
方程 初 值 问题 的 解 . 可 以 把 此 种 方法 推广 到 线性 发 展 偏 微分 方程 
的 初 值 问题 和 混合 问题 . 所 谓 发 展 方程 , 物理 上 的 意义 是 其 中 必 
有 一 个 自 变量 是 时 间 变 量 ， 对 时 间 变 量 要 提 初 值 条 件 ， 最 典型 的 
是 波动 方程 和 热传导 方程 中 ,上 变量 是 时 间 ， 对 它 提 初始 条 件 . 数 
学 上 是 要 把 其 中 的 一 个 自 变 量 视 为 时 间 变 量 的 作用 ， 对 它 必 提 相 
应 的 初始 条 件 ， 从 而 构成 发 展 方程 的 初 值 问题 或 混合 问题 . 
定理 一 ”线性 常 微分 方程 初 值 问题 的 齐 次 化 原理 . 


“ 设 
| L |zx(t)]= J 十 a (iD © 本 2 十、 十 au 工 一 了 () 
Z(0) 一 TO) 一 一 Ze 0 一 0 


如 果 w(t; rz) 满足 
| Liw(l; rt)|=0 tr 


四 "一 ew 站 ”一 1 
w|i 一 0，…， dz 二 0， eT = f(t) 
网 | X(t) 一 | wlt; rt) dr 
9 
证 明 因为 
d* x(z) -| OK， Tt) z 
d 1 dr dr, k=0,1,2, ,nn—1 
d” x (7?) rd wlt;, Tt) 中 w(t,, Tt) 
de dr” dr de |: 
加 rdr w(t;, T) 
-de + 0) 
所 以 
d* x (zt) 加 
0 二 9， 1， 2 ， "“, (7 — 1) 
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L [z(t)] = | wlt; Ddr + Fo = Fn) 
这 样 就 证 明了 定理 1. 可 给 此 定理 以 物理 的 解释 , 当头 一 2 
时 , 把 t 视 为 时 间 , zxQ2) 视 为 单位 质量 的 质点 直线 运动 的 位 移 ， 
f(t) 是 外 加 的 力 ， 那么 在 很 小 的 时 间 区 间 [rt, rz 十 drj 内 ， 外 力 产 
生 的 冲 量 为 f(r)dr ， 由 于 质量 为 一 ,此 冲 量 等 于 速度 ,jzr) 为 = 
时 刻 的 瞬时 冲 量 密度 ,所 以 由 此 冲 量 在 上 时 刻 导 盖 所 引起 的 位 
移 必 然 是 w(t; r) dr. 根据 线性 著 加 原理 (独立 作用 原理 ), 在 外 


力 f(z) 的 作用 下 , 在 时 刻 t 所 引起 的 位 移 x(t) 二 | wt; r) dr. 


正 因为 如 此 , 齐 次 化 原理 又 称 为 冲 量 原理 . 
定理 二 ”线性 发 展 偏 微分 方程 初 值 问题 的 齐 次 化 原理 . 


设 
du(r,t 
EL [ut f(z t),t>0,rrER’ 
Au QO™ i 
wu | =。 一 了 | 一 全 _ 一 1 


其 中 世 [zj 是 线性 偏 微分 算 子 , 它 合 的 关于 zt 的 偏 导数 最 多 是 mm 
一 工 阶 . 如 果 w(x,t; 7) 满足 


9 Ww(r, tft; Tt 
nD ind] use 
dw Om “ww 
| -rer 一 一 mm 一 一 一 种 ee 一 -一 
| 0， 3t | ?J fm-2 os, 0 
> 包 
EP 一 f(r, 7) 


则 


i 


u(rX, t) 一 | acz， t; r)dr 


证 明 因为 
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ct | 
9 ux, 1) DD) | 9 wx, ty DD gr, k 三 二 0， ]， si Ht 一 ] 
Di at 
0 . 
py m—1 
d(xr, it; 2 | 3 t; z) jo 9 ww 
、 pr 3 £1™.. 十 了 1"-1 __， 
0 
一 | dr 十 f(r, 1) 
ot 
0 
语 十 和 十 "十 吕 | 了 kta 十 和 十 an 0) 加 © 
9 "WL 一 | ed, k < 7 
Ot gd Th 0 Xin OOZXY 0 rh 


0 


所 以 
0,， k=0,1,.…,m—1 


一 站 


hy 
ar 


hh f | 了 到 Fr 
2 一 工 [x] 一]| dr 十 fz; t) = f(x, t) 
关于 线性 发 展 偏 微分 方程 的 混合 问题 也 成 立 着 相 类 似 的 齐 次 
化 原理 ， 其 对 应 的 边界 条 件 均 为 齐 次 线性 边界 条 件 ， 其 证 明 完 全 


类 似 . 


例 1 | 
Xx(0) = x' (0)=0 
根据 齐 次 化 原理 可 得 
加 fsin a(tC— Tt) 
zt) = | 全 一 二 Fo dr 


站 
9 
Qf 
ww | 一 F(X) 


f 
例 2 ag = f(r,t) =,t>0 
< 
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az 
| 9t t= tC 


根据 线性 县 加 原理 和 齐 次 原理 及 达 妇 贝尔 公式 可 得 
pla 一 at) 十 Plz + at) 
9 


一 yz) 


ux, t) = 
] 工 十 ai z ] t a(tt—r) 
+ 南 上 wede+ 下 | | f(&, rd 
除 『 了 关于 线性 方程 的 又 加 原理 和 齐 次 化 原理 外 ， 对 于 和 常 系数 
线性 齐 次 方程 还 具有 下 列 显 然 的 性 质 ; 大 uo(Z) 是 贡 系 数 线性 齐 


次 方程 的 一 个 解 ， 则 wolz 一 zo) 和 了 仍 为 方程 的 解 , 即 在 自 变 


量 的 平移 变换 下 方程 不 变 ， 只 要 方程 的 一 个 解 足够 光滑 ， 则 此 角 

的 偏 导数 仍然 是 方程 的 解 . 以 上 这 些 关于 线性 方程 的 一 般 原理 和 

性 质 ， 在 今后 的 讨论 中 经 常 应 用 .例如 , 在 上 例 2 中 就 直接 应 用 
常 系数 方程 在 自 变量 的 平移 下 不 变 的 性 质 . 


1.5 Cauchy、Kowalevski 定理 和 
Holmgren 定理 


定理 一 ”Cauchy 定理 . 设 
y™ 二 Piz) yy D(z) 二 二 Ps iCx) y' + P(X) y = f(z) 
YK0) = Yo VY (Ko) = yy YY (Ko) = Yn : 
耕 Pi(Cz)， (7) 在 1x 一 zo| 达 RR 内 解析 , 即 它们 均 可 以 在 点 zo。 展 
成 素 勒 级 数 ， 是 豚 数 四 收 策 和 全 主 仿 放 K ， 则 上 述 初 值 问 题 存 在 
着 唯一 的 解析 解 


yz) = DE) zo) [zx 一 zl 二 R 
显然 (zo) 唯一 地 由 初始 条 件 和 方程 化 推 地 确定 ， 所 以 解 
钙 解 的 唯一 性 立即 得 证 ， 另 外 可 以 用 优 级 数 的 方法 证 明 上 述 级 数 
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定理 二 ”Cauchy 定理 . 设 
yr) 一 fx, yy ye-D ) 
7y(zo) = yo (To) = ys YT (To) = Ya 
知 了 是 所 含 变 元 的 在 点 《ZXo， os Y19""*， Yr-1) 附近 的 解析 困 数 ， 
则 在 zo 点 附近 ， 上述 非 线 性 方程 存在 唯一 的 解析 解 
yD) = HED oy 


k=0 


和 线性 方程 情况 下 的 Cauchy 定理 类 似 ,y” (zo) 可 由 初始 条 
件 和 方程 递 推 地 确定 , 同时 可 用 优 级 数 的 方法 证 明 上 述 级 数 在 一 
个 小 的 邻 域 |z 一 zo| 二 6 内 收 僵 ,从 而 证 明定 理 二 , 但 和 线性 方 
程 的 情况 不 同 , 在 此 所 得 的 竹 级 数 解 是 局 部 的 ,要 想得到 更 大 范 
围 内 的 解 ,通常 要 用 解析 延 拓 的 方法 . 

定理 三 ”Cauchy-Kowalevski 定理 .为 简 计 ,下面 以 两 个 目 
变量 的 二 阶 方程 来 叙述 此 定理 , 对 于 多 个 自 变 量 高 阶 方程 的 情况 
是 类 似 的 . 设 初 值 问题 


9% du du du 9 
a f(z, fy Us Fz dt’ rot’ js) 
u(xz, 0) = Xx) 
9 u(r, 0) 由 
1 
9《7z),， glx) 在 xo 点 附近 解析 ， 由 此 可 确定 得 
dr(ro, 0) a™liu(zo 0) 
= 《2Zo)， zaDt = 办” (xo) 


又 议 了 是 所 含 变 元 在 点 (zo, 0, Pxo), PF (zo), Gxo), W (ro), 
8 (zo)) 附近 的 解析 函数 ， 则 所 设 初 值 问题 在 (xz。，0) 附近 存在 唯 
一 的 解析 解 | 

1 9 wu(ro, 0) 


— 一 一 -~ nek 
uz, Lt) 2 2 nk gmat CT To) 


和 常 微分 方程 时 的 定理 二 的 情况 类 似 , xz(z, z) 在 点 (zxo。，0) 
的 各 阶 偏 导数 的 值 可 以 由 初始 条 件 和 方程 唯一 的 递 推 地 确定 ， 且 
D3 


也 可 用 优 级 数 法 证 明 上 述 所 得 级 数 在 (zu，0) 附近 的 一 个 小 邻 域 
内 收敛 ， 从 而 就 可 证 明了 此 定理 . 
定理 四 ”Holmgren 唯一 性 定理 . 设 


| 5 一 了 [四 十 Fr 


| 一 D(X), ean 

a1” ! 

其 中 工 [zj 是 具有 解析 系数 的 线性 微分 算 子 ， 上 且 所 含 的 关于 上 的 

偏 导 数 最 多 是 m 一 1 阶 , 且 设 1= 0 不 是 方程 的 特征 线 ( 面 ), 则 上 
述 初 值 问 题 的 古典 解 唯 一 . 

此 定理 回答 了 很 一 般 的 线性 偶 微 分 方程 初 值 问题 的 唯一 性 ， 
特别 ,调和 方程 初 值 问题 的 解 是 唯一 的 . 本 定理 也 不 进行 具体 的 
证 明 . 

定理 三 和 定理 四 还 可 以 推广 到 很 一 般 的 关于 偏 微分 方程 组 初 

全 问题 的 情况 ， 其 具体 含义 不 难 理解 , 应 用 时 也 便于 操作 . 
灾 炎 炎炎 类 次 交火 兴 火 
本 和 章 论 述 了 候 微 分 方程 问题 的 某 些 基本 概念 和 某 些 一 般 性 的 
理论 , 论述 了 侦 微 分 方程 的 实际 意义 和 从 实际 问题 归结 到 偏 微分 
方程 定 解 问题 的 过 程 . 这 当中 的 一 些 概念 ,原理 和 定理 与 方程 的 
类 型 没有 关系 ， 和 条 微分 方程 的 情况 有 一 定 相似 ， 对 具体 问题 的 
讨论 有 指导 意义 . 但 是 应 该 强调 指出 ， 由 于 自 变量 是 在 高 维 空间 
中 变化 ， 其 变化 的 区 域 更 为 复杂 , 定 解 条 件 有 更 多 的 形式 ,使 得 
偶 答 分 方程 的 问题 表现 出 和 和 党 微分 方程 问题 有 很 大 的 不 同 ， 例 
如 ,二 阶 线性 仿 微 分 方程 定 解 问题 的 正确 提 法 就 和 方程 的 型 有 很 
大 关系 ,不 同型 的 方程 解 的 性 质 将 会 有 很 大 的 区 别 ， 特征 曲面 或 
寺 往 曲线 的 情况 等 也 将 不 同 ; 又 如 ， 一 方面 一 般 说 来 线性 方程 的 
通 解 包含 的 元 素 比 常 微分 方程 的 情况 要 多 得 多 , 但 是 一 般 很 难 找 
到 遂 解 的 较为 明确 的 表达 式 ， 另外 近代 依 微 分 方程 的 理论 研究 发 
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现 了 一 些 很 奇特 的 现象 ， 有 一 些 系 数 和 右 帆 都 很 光滑 的 线性 方 

程 ， 即使 在 一 个 很 小 的 邻 域 中 竞 连 一 个 解 都 不 存在 . 正 因为 如 

此 , 偏 微 分 方程 的 研究 方法 和 常 微分 方程 有 许多 不 同 , 在 今后 的 
讨论 中 将 更 多 地 采取 具体 问题 具体 分 析 的 方法 . 


习 题 一 


内 容 包括 :方程 的 特 解 ,方程 的 通 解 ， 定 解 问题 的 解 ， 特 征 曲 
线 , 特征 曲面 , 方程 的 标准 形 和 简化 ， 定 解 问题 的 物理 意义 . 
1 设 r = 二 VX 十 十 zz，r 关 0，, 求 下 列 方程 指定 形式 的 特 
解 : 
(]) Au = 0, = wu(r). 
(2) At ku om 0, = u(r). 


(3) Ta A = 0, & = ee” R(r). : 
2. 设 r= 二 Vz 二 yr 闫 0 。 


(1]) An 二 0, 求 w= 二 u(r). 
(2) Au 二 k= 二 0， 求 z 一 U(r) 所 满足 的 党 微分 方程 . 


(3) 2 aA = 0,u= eR w)， 求 民 (r， WW) 所 满足 z 
的 稼 微分 方程 . 

(4) Asu 一 0, 二 e” R(r, w),， 求 R(7， w) 所 满足 的 常 微分 
方程 . 


《5 ) 3 一 a? Asu 二 0, 二 ee“R(r) , 求 R(r) 所 满足 的 
第 微 分 方程 . | 四 
(6) 设 (r， 9) 为 极 坐 标 , A, 十 kw 二 0， u = coszg R(r) ， 求 
R(r) 所 满足 的 党 微分 方程 ， : 
3. 设 (r,9, 9) 为 球 坐 标 . 
(1) 4:x 二 RC(r) sing cosp， 求 RCr) 所 满足 的 党 微分 方 
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程 . 
ou 


(2) 7a ?Au = 0,z = edising cos9 R(r) ， 求 R (7r) 注 


是 的 名 短 分 方程 . 
4 求 下 列 方程 的 通 解 


du 4 
(1) 3y 二 a(r, yy») w= 0. 


du 


(3) 了 ， 求 通 解 z 二 w(x， yy). 


(4) 2 十 a (Zz) 2 一 0， 
oY Bd 
5. ” 求 下 列 方程 的 特征 线 族 , 化 方程 为 标准 形 并 求 方程 的 通 解 : 
(1) | 


+3 3 一 0. 


(2) 3 9 十 10 人 


6. ”化 方程 为 标准 形式 : : 
(1) 分 别 在 区 域 y 盖 0 和 yy<0 内 化 方程 
六 十 
为 标准 形 . 
(2) 用 目 变 量 的 线性 变换 ， 化 方程 
有 9% Ou du au 
zay tT et azt 3ayt3azt2u=0 
为 标准 形 。 
7. 作 未 知 泪 数 的 线性 变换 , 使 下 列 二 阶 方程 化 为 不 舍 一 阶 导 数 
项 的 线性 方程 ， 
(1) yy’'' 十 p(x)y 十 Dy ~— 0. 


(2) 9 癌 十 2 二 a(x) 3 +b) FE +elr, Wu 0 


其 中 久 ，, i 是 非 零 常数 ， 
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Op i 是 
(3) EEE +az 一 (六 一 于 )+ ez y) uu = 0. 


8 讨论 下 列 定 解 问题 的 适 定 性 
(1) | 3 十 e(z， y=0, yy 二 0 


u(rX, 0) = (Xx) 
其 中 PA) 一 阶 连 续 , a(z， y) 连续 . 
(2) . 

3 9% 

w | ,= = P(X) 

2 | +s=0 一 J (x) 
其 中 qx), ylz) 二 阶 连 续 , 20) = J(0). 

_ 2 2 

9。 (1) 验证 锥 面 5， 0 


是 方程 


的 特征 曲面 . 
(2) 验证 平面 族 : 二 Cc 是 方程 
9% 


Ou 0 % 
a7 talz, 了 1) 可 一 十 5(X， yy， t) 9y 二 0 


的 特征 曲面 族 . | 

10. 设 一 均匀 的 半 色 为 R 的 球体 置 于 空间 某 一 环境 中 冷却 , 球 

热 交换 系数 为 h ,环境 的 温度 分 布 只 是 时 间 :的 哨 数 f(z) ,球体 

的 初始 温度 为 pC(r) , 其 中 + 是 球 内 的 点 到 球 心 的 距离 ,， 试 列 出 球 

体 的 温度 分 布 x(r,z) 所 满足 的 定 解 问 题 . 

11. 设 一 均 衬 的 长 为 /的 图 柱 形 细 杆 ， 中心 轴线 为 xz 轴 的 区 间 

[0, j ,截面 圆 的 半径 为 x ， 杆 的 密度 ,， 比 热 和 热传导 系数 分 别 

为 p, c 各， 设 杆 的 外 界 环境 的 温度 只 是 时 间 : 的 沙 数 f(t) , 杆 
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的 表面 (包括 侧面 和 两 底面 ) 和 环境 的 热 交 换 系数 为 h ， 杆 上 各 点 
的 初始 温度 为 pCx)， 试 列 出 杆 的 温度 分 布 u(x, t) 所 满足 的 定 解 
问题 . 

12. ” 设 有 一 长 为 /的 均匀 和 完全 柔软 的 弦 作 微小 的 在 同一 个 平 
面 的 横 振动 ， 其 平衡 位 置 是 zx 轴 的 区 间 [0, 中 ,，x 表示 横向 位 移 ， 
设 弦 的 线 密度 为 p， 张力 的 大 小 为 ,不 计 重 力 但 计 阻 力 , 阻力 
的 大 小 和 位 移 速 度 成 正比 ， 比 例 系数 为 RR， 设 初始 位 移 为 PCz) ， 
初始 位 移 速 度 为 0， 设 在 z 一 0 端 固定 , 在 zx = i 端 有 一 弹性 强度 
为 上 的 弹性 支撑 , 试 列 出 弦 的 位 移 uCz, zt) 所 满足 的 定 解 问题 . 
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2 通 解法 和 球面 平均 法 


2.] 通 解 法 


由 方程 的 通 解 来 确定 出 定 解 问题 解 的 方法 为 通 解法 .在 常 微 
分 方程 中 这 是 很 一 般 的 方法 .历史 上 也 试图 把 它 作 为 偏 微 分 方程 
问题 的 一 个 一 般 方法 , 但 研究 发 现 , 由 于 自 变量 个 数 的 增加 ， 问 
题 变 得 很 困难 , 尤其 是 对 于 高 阶 方程 更 是 这 样 , 一 方面 在 一 般 情 
况 下 很 难 找到 通 解 较为 明确 的 表达 形式 , 而 且 即 使 找到 通 解 ， 一 
般 也 很 难 由 定 解 条 件 确定 出 定 解 ， 所 以 在 解 偏 微分 方程 的 问题 时 
主要 采取 直接 分 析 求 解 各 类 定 解 间 题 的 方法 . 但 是 通 解法 对 于 一 
阶 线性 方程 和 某 些 特殊 的 高 阶 方程 的 定 解 问题 还 是 行 之 有 效 的 ， 
尤其 是 针对 一 维 波动 方程 的 行 波 法 有 很 广泛 的 应 用 . 

一 般 说 来 ,一 阶 偏 微 分 方程 的 通 解 包含 有 一 个 任意 函数 ,二 
阶 偏 微分 方程 的 通 解 包含 有 两 个 任意 应 数 , 而 任意 函数 自 变 量 的 
“个 数 比 偏 微分 方程 中 的 自 变量 减少 了 一 个 , 所 以 两 个 自 变 量 的 偏 
微分 方程 的 通 解 中 包含 的 任意 函数 是 一 元 函数 ,相对 而 言 较 易 处 
理 一 些 , 


2.1.1 两 个 自 变 量 一 阶 线性 方程 的 通 解法 
设 
QZ， y) FE + bx, y) 3 0 (1) 


其 中 a(《x， y)， b(x， y) 不 全 为 零 ， 最 简单 的 情况 是 alz， y) 一 上， 
则 w 二 f(z) 给 出 了 方程 (1) 的 通 解 . 对 于 一 般 的 情况 总 可 用 自 变 
09 


量 的 非 奇 异 变换 把 方程 变 为 这 种 最 简单 的 方程 ,其 处 理 方 法 和 对 

于 两 个 目 变 量 二 阶 线性 双 曲 型 方程 标准 化 的 方法 类 似 . 称 
dz 

a (ZZ， Yy) 


为 一 阶 仿 微分 方程 (1) 的 特征 方程 ， 称 它 的 积分 曲线 为 方程 (1) 的 
特征 线 . 

不 难 证 明 , 大 VCz，y) = 一 < 是 特征 方程 (2) 的 通 积 分 ， 则 x = 
p(X，y) 一 定 满足 方程 (1)， 即 


alz, y) FE+ br, y) j= 0 
事实 上 ,因为 沿 着 特征 线 g(x, y) 一 c 有 
a(zx, y) TE + bx, y) 于 = 0 
又 由 于 c 可 以 任意 的 改变 ， 所 以 在 一 个 区 域 中 也 恒 有 
a(r, y) 5 十 gz，y) 5 一 0 
设 VCz，7y) = c 是 特征 方程 (2) 的 通 积分 ， 则 作 自 变量 的 非 奇 
异 变 换 


dy ， 加 _ 
= Fz 7 或 a(x, y)dy — blzx, yydx = 0 (2) 


二 一 9x, y) 
7 = yr, y) 
其 中 yy(zx，y) 是 任意 选 定 的 ， 则 方程 (1 ) 变 为 
了 ~ 
所 以 = 6) 即 x = f(g《zx, yy)) 给 出 方程 (1) 的 通 解 . 

如 果 曲 线 卫 不 是 (1) 的 特征 曲线 ， 则 可 以 由 通 解 来 确定 初始 
数据 给 在 矿 上 的 初 值 问题 的 解 ， 例 如, 设 bl(x, y) 关 0,， 则 y=0 
不 是 (1) 的 特征 曲线 , 则 可 提 初 全 问题 

du 


| a(z， y) FE + bz, y) 一 一 O 


0 


< 


u(xX, 0) = g(x) 
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设 x(z，y) 二 FPCz，y)) 其 中 了 是 任意 函数 ， 根 据 初 始 条 件 得 
g(x) = f (p(x, 0)) 
f(x)='g(p (x, 0)) 
u(rz, y) = g(¢ (lr, y), 0)) 
其 中 gi(zx, 0) 是 qx, 0) 的 反胃 数 . 特别 沿 着 特征 曲线 9(z，y) 
一 Cc ， 则 u(rz, y) = 二 gl9 IC， 0)), 即 的 值 不 变 , 称 这 一 性 质 为 
解 沿 着 特征 线 传播 . : 
例 1 五 行 单 波 方程 及 其 初 值 问题 ， 
充 | 


2 | ,-。 一 p(T) 
其 中 a 为 正常 数 , 方程 的 特征 方程 为 dx 一 adt = 二 0, Xx 一 at = 二 c 为 
特征 线 族 , 设 二 一 at, 7 二 zx， 则 


故 二 f(z 一 at) 为 方程 的 通 解 ， 由 初始 条 件 得 
P(X) = f(r) 
故 xzy bi 一 gz 一 eat) 为 初 值 问题 的 解 . 


图 2.1 


在 方程 的 通 解 == f(x 一 ab 中 ,把 -时间 "变量 上 作为 参数 ， 
当 一 0 时 x 一 zz)， 而 x =/z 一 at) 作 为 (xz) 上 的 平面 赐 
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线 是 x = f(x) 向 右 平 移 了 at， 所 以 称 f(z 一 ai) 是 右 行 波 , a 是 
它 的 传播 速度 ,如 图 2. 1 所 示 . 

由 初 值 问题 的 解 

u(xX: t = P(X 一 CE 

可 以 看 出 , 在 (zx,Z) 平面 内 解 沿 帮 特征 线 x 一 at = 二 < 传播 , 在 此 
ee u(r,，t) 二 9lc) .车 初始 孙 数 p(x) 只 给 在 [cl，c2] 

， 则 可 以 唯一 地 确定 在 特征 条 形 域 c 三 x 一 at 二 c; 内 的 解 
u(x，t) ， 如 图 2. 2. 

更 一 般 的 ， 如果 初 什 数据 
给 在 〈z， 蚊 平面 内 的 任意 一 
非特 征 曲线 段 了 上 ,， 则 也 可 以 


S/T 唯一 地 在 一 由 全 和 过 本 两 端 
4 点 的 特征 线 围 成 的 区 域内 确定 

Y 初 值 问 题 的 解 ， 如 图 2. 2. 
oC zr—at C, z 1 类 似 地 ， 兢 生 本 单 波 方程 
2. 2 < 一 a 2 一 0 的 特征 线 是 x 


+ at = c， 它 的 通 解 是 左 行 波 g(z 十 ai) ， 其 中 & 是 任意 函数 . 
2.1.2 一 维 波 动 方程 的 行 疲 法 ( 通 解 法 ) 


9 
设 3 一 a?2 总 ， 它 的 特征 方程 是 
(dzr):— 2 二 0 天 (qz 一 adt) (dz 十 adi) 二 0 


一 Qt 二 和 之 十 at 二 Cc 是 两 特征 线 族 , 分 别称 为 右 行 特征 线 和 

堪 行 特征 绕 . 令 S 二 一 at,， 7 二 x 十 at， 则 得 了 8 一 0， 所 以 

方程 的 通 解 为 & 一 8) 十 S(7) ， 即 xzy ti) = f(r—at)t+ g(r 

十 at) ,其 中 了 和 g 是 任意 也 数 ,所 以 一 维 波动 方程 的 通 解 是 右 

行 流 和 左 行 波 的 大 加 ， 其 中 a 是 行 波 的 传播 速度 ， 所 以 ,由 一 维 

波动 方程 的 通 解 来 求 定 解 问题 的 方法 又 称 为 行 波 法 ， 对 于 许多 基 
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本 的 定 解 问题 行 波 法 是 行 之 有 效 的 ， 下 面 以 例题 的 形式 讨论 这 学 


定 解 问题 ， 
例 1 初 值 问 题 (Cauchy 问题 ) 
/ a 19, >0, rE Ri 
& | -0 = PX) 
| 一 幼 (z) 


， 行 波 法 可 天 得 它 的 解 是 


u(x, 1) 一 7 A 十 革 | J(E) dE 


图 2.3 

根据 D' Alembert 公式 可 知 . 在 (x, 2) 平面 内 点 (xz, 的 状 
态 只 依赖 于 在 [z 一 at, x 十 atj] 上 的 初始 数据 ,， 称 此 区 间 为 点 
(x, 的 依赖 区 间 , 如 图 (2. 3)， 它 由 过 点 (zx, 的 两 条 特征 线 所 
确定 ， 如 果 在 xz 轴 的 区 交 [cl，c:] 上 给 定 初 始 数据 ， 则 可 唯一 地 
确定 在 由 z 轴 上 的 直线 段 [c;, cs] 和 过 端点 (c，0) 的 右 行 特征 线 
及 过 (cz，0) 点 的 左 行 特征 线 所 围 成 的 特征 三 角形 区 域 上 的 xz， 
f) ， 称 此 特征 三 角形 域 为 fc，c:*] 上 初始 数据 的 确定 性 区 域 , 而 
[ce cj 上 的 初始 数据 所 影 啊 到 的 区 域 则 是 由 xz 轴 上 的 线段 [ci， 
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cj 及 过 [ci, 0j 的 左 行 特征 线 和 过 (ec,，0) 点 的 右 行 特征 线 所 围 
成 的 无 寞 的 特征 梯形 区 域 . 

如 果 (Xx) 二 0， 则 (zx, Da) 一 
点 《Xx，z) 处 的 状态 只 由 初始 数据 8 在 Lx 一 a 2Z c+ ai 的 两 个 端 
点 的 值 唯 一 确定 ， 它 表 示 初 始 数据 wz) 以 方 > Fz) 的 波形 以 速度 
a 分 别 癌 右 传 播 和 回 左 传播 ， 这 是 一 种 无 累积 效应 ( 即 无 后 效 ) 的 
传播 . 了 

如 果 9z) 二 0 , 则 wz, 1) = 去 | SS)d$ ， 则 点 (z， 全 的 


状态 依赖 于 初始 数据 少 在 整个 区 间 入 一 at XZ 十 atj] 上 的 值 , 这 
是 一 种 有 累积 的 效应 ( 即 有 后 效 ) 的 传播 . 
例 2 ”特征 边 值 问题 (Goursat 问题 ) 


PCZ 一 at) et at) ， 则 


ou _ 9 
a 9 x’ 
u | - af o 一 (ZX) 


u | -se 一 pr) 


9(0) 二 $0) .由 行 波 法 可 确定 出 问题 的 解 
wz ) = HAE)+ (Ee)— ro) 


如 图 2. 4， 此 公式 表示 在 任意 特征 四 边 形 OpMQ 中 , 两 对 角 点 上 

值 的 和 相等 . 如 果 只 在 两 特征 线 上 的 一 段 O4 和 OB 上 给 出 zx 的 

值 ， 则 可 在 特征 四 边 形 OAEB 上 确定 x(Cr, 2). 

例 3 第 三 问题 

9 _ 29% 
a 0x? 
2 | -xu=o 一 HX) 
2 | -0 = h(t) 

如 图 2. 5 所 示 ， 边 值 数据 给 在 一 特征 线 x 一 at = 0 和 另 一 非特 征 

线 工 二 0 上 , 也 可 以 由 通 解 法 确定 出 问题 的 解 ;, 但 也 可 以 直接 由 
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ED>0O 一 at 0 工人 0 


特征 边 值 问题 的 结果 而 得 出 问题 的 解 


‘e+ (| 


类 似 地 可 以 讨论 边界 数据 的 确定 性 区 域 是 特征 梯形 域 ， 


图 2. 4 图 2.5 
例 4 第 三 问题 
2 一 a t> 0, rz>0,r—at<0 
u | 一 HX) 
( 到 ) 一 Et)， 


此 问题 和 例 3 不 同 之 处 在 于 在 非特 征 线 = = 0 上 给 的 是 第 二 
类 边 值 条 件 ， 由 通 解法 可 得 


号 


wz) = dT)— dE) 0) 一 | g(é)dé 
这 时 边 值 数据 gz) 的 效应 是 累积 的 . 

类 似 地 也 可 以 在 非特 征 线 z = 0 上 提 第 三 类 边界 条 件 
( 尖 一 Bu)| = go， 根据 通 解法 也 可 得 出 解 的 表达 式 ， 确 定 


性 区 域 也 是 特征 梯形 域 . 
例 5 混合 问题 ， 延 拓 法 


05 


9 9 z 
2 = 9, t> 0,z>0 


so = 97), He) = Yl) 


2 一 0 
PC0) 一 0， 
此 问题 可 以 分 为 移 解 一 初 值 问题 ， 冉 解 一 第 三 问题 ， 即 根据 
[TD Alembert 公式 在 区 域 (之 一 ii 之 0 六 疡 0 之 0) 中 


工 二 ft 


2(CZ 一 ct) 十 PCZ 十 ct | 1 | z 
7 十 2 We)d5 


u(r, 1) 一 


I—at 


由 此 得 出 在 特征 线 x 一 at 二 0 上 的 值 


xs 一 二 [8KO) 十 U2z)] 十 光 | ceod 


然后 在 区 域 {+ 一 at 志 0, xz 之 0, 1 之 0} 上 解 第 三 问题 . 从 而 完全 
在 区 域 {x 宇 0, t 0) 中 确定 出 问题 的 解 . 

但 本 例 将 介绍 用 延 拓 法 来 求解 ， 即 把 定义 在 z 0 的 初 值 函 
数 g(x) 和 yl(z) 适当 地 延 拓 到 zz 轴 上 得 B(x) 和 和 (zx). Bb B(x) 
和 更 (z) 为 初 值 , 根据 D' Aembert 公式 得 解 , 使 此 解 在 x 二 0 上 
满足 原 边界 条 件 zx|。-。= 0， 从 而 得 出 问题 的 解 , 在 本 例 中 只 要 将 
PCzx) 和 %(z) 进行 奇 延 拓 , 则 可 得 出 原 问题 的 解 : 


工 二 ft 


OZ 一 at) 二 pr 十 ct) 1 z 
i 十 2 | WEYdE, XC—at 守 0 


+art 
方 [gz 十 at) 一 Pet 一 Xx) 十 | (Edi, xr— at<0 


立 t 一 工 


类 似 的 ,如 果 将 Kz) 和 YCz) 进行 偶 延 拓 ， 则 可 得 出 问题 


9U 33 

了 72 本 上 > 0， 之 全 0 
ou 

u | 一 p(T), Ir _ -一 p(x) 
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| 一 0 
的 解 

例 6 散射 问题 

讨论 一 无 穷 长 的 弹性 杆 (z 轴 ) 的 纵向 振动 , (zx, t) 为 纵向 
位 移 , :为 时 间 , 设 弹性 杆 由 两 段 均匀 介质 组 成 , x < 0 一 段 介质 
的 密度 和 杨 氏 模 量 分 别 为 p, 和 1, zx > 0 一 段 为 p; 和 EE，， 设 有 
行 入 射 波 f(z 一 主 ) 从 区 域 z<<0 出 发 , 当 t=0 时 到 达 分 界 点 x 
= 0， 在 以 后 的 时 刻 上 之 0 开始 反射 和 透射 , 这 时 在 分 界 点 x 二 0 
偏 微分 方程 失去 意义 ， 而 在 区 域 zx 之 0 和 xz< 0 内 zx(z,i 分 别 满 
足 两 个 不 同 的 波动 方程 ， 而 需 通过 z = 0 处 的 连接 条 件 将 两 段 杆 
的 振动 联系 起 来 ,这样 的 模型 在 数学 上 归结 到 下 列 波 动 方程 的 散 
射 问题 


议 . 
U(x tt), X00,C— 0 之 +1 之 十 oo 
u(r, 1) = ¢ ] z 
WT tt) T0000 之 tt 之 二 00 
出 
9 9 2 
Epa 一 At Xx < 二 0， t CC (一 oo0, 00) 
ui(X, t) | ,<0 -一 Hi ~ 一 三 
9 % Fd 
| a EE rT>0,t€ (~ ,0) 
ws (XT) 1) | ,< 二 人 0 
及 连接 条 件 
a (x, 四 |- 一 wa(z, 昌 | -or (位 移 连 续 ) 
9 ui _ 9 u, 、 _ 
有 5 一 已 5 ， (应 力 连续 ) 
其 中 必 一 痉 
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拟 用 行 波 法 并 根据 问题 的 物理 意义 来 求解 此 散射 问题 
设 ui (x, ) = f(t 一 守 ) 十 g(t 二 地) 


Wl) t) 一 太一 元 ) 
其 中 f(t 一 二 ) 和 &G 十 寺 ) 分别 表示 在 区 域 x<< 0 内 的 入 射 波 和 
反射 波 , h(t 一 二) 表示 在 区 域 = > 0 内 的 透射 波 , 而 在 此 区 域内 
无 反射 波 ， 所 以 问题 在 于 确定 反射 波 g(t 十 pt 和 透射 波 h(t 一 
二 ) . 


由 条 件 u(x, ft) 10 一 了 (一 二) 
J £) | ,< 二 0 
可 得 : 当 $ 之 0 时 g( 人 ) = 0, 当 之 0 时 h(&) = 0，, 再 由 联结 条 
件 得 
f(t) + g(t) = h(t) 
一 于 D+) 一 于 (12),t 守 0 
tl U1 
人 十 g(#) 机 
2 7 十 2 ~ & (1) 一 一 2 站 (tt 之 


从 而 最 终 得 出 
0， ot 


Ul 
g(t 二 二) = 
Ql 


1 一 7 2 ~ Lz 
7 二 f(t 二 + 一 7)， 元 
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0 0 二 1 ~ 
7 十 7, f(tC— a ti 之 一 
其 中 办 二 实 二 和 PE = aip 表 示 阻抗 . 从 上 述 表达 式 可 以 看 出 ， 
一 下 
7 干 7 表示 反射 系数 , 二 二 却 表示 透射 系数 . 


图 2.6 


如 图 2. 6, 设 两 特征 线 ! 十 一 0 和 + 一 于 一 0 和 + 轴 把 (z， 


9 平面 分 成 四 个 区 域 , 在 区 域内 只 有 入 射 波 f(t 一 到 ) 还 无 反 
射 波 , 在 区 域内 有 入 射 波 和 反射 波 , 在 区 域内 有 透射 波 . 在 
区 域 V 内 还 无 透射 波 到 达 . 

作为 上 述 问题 的 推广 , 如果 在 x > 0 内 又 再 分 成 几 段 ,各自 
的 分 界 点 提 相 类 似 的 连接 条 件 , 则 得 到 更 一 般 的 散射 问题 . 

例 7 具 连 接 条 件 的 初 值 问题 

在 例 6 的 杆 的 纵 振动 散射 问题 中 , 杆 的 振动 由 入 射 波 来 引发 
的 如 果 是 由 zx < 0 纂 的 初始 条 件 来 引发 ， 则 可 归结 为 具有 连结 
条 件 的 初 值 问 题 , 即 

ui(xX,it),t>0,7r=0 

以 “7, 0) = u(r, 1),t>0,x>0 
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则 


9 ,9 6 
一 2 t 3 GO 
dt: gr > 0,T< 
| | 四 az | 加 
| uil|iio = HAY), I | 7) 
(9 %, ,9 
| ,tt>0,7>0 
| ot Tr 
可 us, 
to|,.o 一 0， 一 0 
| 0 jr ,0 
及 连接 条 件 
tt] jz 一 0 一 = WCT, £) | = 一 0+ 
9 ui 四 9 u, 
bx I 一 们 = Pag r=01t 


为 简单 计 设 zx) = 0, 9C0) = 0， 解 此 问题 可 采用 通 解 法 ,也 可 
采用 延 拓 法 ,最 后 可 得 
LAC at) 5 PT a 工 十 CiL< 


叶 ] 一 
+ 3 人 下 7 2 一 工 一 ai ,rt 二 at>0 


已 ， TX— At>>0 


Uz 一 二 A 一 中 | 过 一 CE 祥 0 
在 这 种 情况 下 , 反射 波 和 透射 波 分 列 为 


一 言 六 下 开 多 一 工 一 Qt ， 工 十 4 六 之 0 


Ui 一 二 p| a 号 一 |， rT ate0 
例 8 有 界 区 间 的 混合 问题 , 特征 线 方法 


2 ,1> 0 0 过 XL 


|, 一 PX), 于 ,0 一 p(x) 
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0 一 向 (区 2 一 Act) 

要 用 行 波 法 和 延 拓 法 解 混 
合 问题 较为 困难 , 但 如 图 2. ?7， 
可 以 把 (zx, 所 平面 上 的 条 形 
成 ， 通 过 引 特征 线 分 成 一 些小 
区 域 1，2，3，4,， 5，6，… 则 在 
区 域 1 中 解 初 值 问题 ， 继 在 区 
域 2，3 中 解 第 三 问题 ， 继 在 4 
中 解 特征 边 值 问题 ， 继 在 5，6 


图 2.7 


中 冉 解 第 三 问题 ， 以 此 类 推 可 以 唯一 地 确定 在 条 域 上 的 解 , 称 这 


种 解法 为 特征 线 方法 ， 它 对 于 实际 的 计算 是 可 行 的 ,但 很 难 找 出 
解 的 具体 表达 式 ,为 此 在 下 一 章 还 将 用 分 离 变 量 法 来 解决 此 类 混 
合 问题 . 

以 上 讨论 了 八 个 一 维 波动 方程 的 定 解 问题 ,有些 时 候 原 要 讨 
沦 的 虽 不 是 一 维 波 动 方程 的 问题 ,但 可 经 过 自 变量 代 换 和 未 知 函 
数 的 代 换 把 问题 归结 到 一 维 波动 方程 的 问题 , 这 中 有 些 代 换 有 一 
定 规律 可 循 , 有 的 则 需要 一 定 的 技巧 

例 9 三 维 波动 方程 的 球面 波 解 

设 3 = ol( 3 才 十 3 二 十 鹤 ) ,如 果 求 方程 的 球面 对 称 


解 ztr, 及 ,其 中 rr 二 好 十 好 十 巡 ， 则 有 


du 192 | 2 9x 
+ 
作 未 知 聘 数 代 换 
v(r, 1) = ez | Far ly, t) = rulr, 1) 
则 
dw ,9%(r, 1) 
3 下 ar 
所 以 


{1 


f(rC— at) + g(r 十 cb 


y 


u(r, ti) 一 
其 中 上 和 是 任意 函数 , f(r 一 at) 表示 沿 着 > 的 正 向 以 速度 4 传 
播 的 波 , 称 为 发 射 波 , g(r 十 at) 表示 沿 着 > 负 向 以 速度 a 传播 的 
波 ， 称 为 会 聚 波 , 因子 二 表示 沿 着 > 的 正 向 波 的 衰减 
根据 三 维 波 动 方程 球面 对 称 的 通 解 或 直接 根据 一 维 波动 方程 
解 的 有 关公 式 ， 可 确定 某 些 球 对 称 的 解 . 例如 


9 2 a (2 De 2 
tt <“\ar: 3 了 2 


u | ,=-。 一 Ar), 3 _, 一 wr) 


其 中 r+ 二 zi 十 zx? 十 x ， 则 可 得 解 


(六 十 at)Or 十 at) 十 (人 r 一 CtIDr — at) 
2r 


二 t>>0， (2Z1， 过 2 9 73) 人 民 、 


r+at 
l 
十 9ar | sede， r—at>0, 


u(r, tt) = 
(r + aior 二 at) — (at — rp(at — 7) 
2r 
,a 
十 二 | Ej(é)dé,r— at<o 
例 10 2 9% A dE 4 Ba) 


此 方程 在 讨论 波 在 不 均匀 介质 中 的 传播 问题 中 会 经 常见 到 ， 
耕作 代 换 


了 dr 
ur, £) = ez) And (x, 人 


则 
9 9d% A' (xz) A’'(zx) 
3 (B) Ne) 
如 果 B(z) 一 全 一 全 2 一 0 时 , 则 变 为 波动 方程 


2. 1.3 ”个 自 变 量 一 阶 线性 方程 的 通 解法 
国 
> (z) 5 (3) 


是 一 阶 线 性 偶 微 分 方程 , z = (Zi，z，……，zZo)，ai(Zz) 不 全 为 零 . 
车 azZ) 一 … 一 aiGz) 一 0， 则 为 最 简单 情况 ， 这 时 方程 的 通 解 
十 
U(X Xs x, ) 一 Pat Za ey Ta 1) 

其 中 了 是 任意 的 (x 一 1) 个 目 变 量 的 函数 . 对 于 一 般 的 情况 ， 总 
可 作 适 当 的 目 变 量 的 非 奇 异 变 换 , 使 方程 化 为 最 简单 的 情况 ,其 
处 理 方法 是 两 个 自 变 量 情况 的 推广 ， 称 

dr de = -azn 

Qi) azy a,(z) 
为 方程 (3) 的 特征 方程 组 ， 可 以 把 zx;，xz;，…，z, 中 任意 一 个 作为 
日 变量 , 其 余 的 视 为 此 目 变 量 的 函数 ， 所 以 特征 方程 组 是 由 (x 一 
1) 个 党 微分 方程 组 成 的 方程 组 如果 引入 参 变数 t+ ， 则 符 征 方程 
组 可 以 写成 


(4) 


1 
de 一 QI (Xi, 之 2 和 *"", XT,) 


2 : 
= ds (TI, To 人) 
dx 
gr 一 a , (ZX Xs, ,Ta) 


特征 方程 组 的 积分 曲线 称 为 方程 (3) 的 特征 曲线 . 
不 难 证 明 ， 行 HX1, Ts Ti) 一 C 是 特征 方程 组 的 一 个 第 
一 积分 , 则 == yz1，… ,XZ,) 一 定 满足 一 阶 仿 微 分 方程 


Dyai) 9 一 


{3 


事实 上 ， 因 为 诊 春 特征 曲线 有 
(Tit), ZX,(1),， ""*, TX, (t)) 一 人 
所 以 有 
ap dzi 
之 /5 六 di | 


i=1 


2) Saxlt)) 一 0 
十; 


-一 


叉 由 于 C 可 以 取 任 意 和 常数 ， 所 以 在 尽 中 的 一 个 区 域 中 悟 有 
> oa 2 一 0 


这 就 证 明了 wz，zz，…，zn) 满足 一 阶 偏 微 分 方程 (3). 
知 p(X, XT, T,) 一 Cl，，…"， P11(X1, Xs" , 个) 一 CC， | 
是 特征 微分 方程 组 的 (= 一 1) 个 独立 的 第 一 积分 ， 作 自 变量 的 非 
奇 漠 变换 
5 = GT, Ty, oo)) 
2 = f(T1, Tas ,XK)) 


| = PiT1, Toy rT,) 

2 一 PTs Xe Tn) 
其 中 8《zi， Zo，，… ,ZX,) 是 任 取 的 一 个 函数 ,只 要 使 上 述 变 换 是 非 
可 异 的 ， 则 根据 上 述 证 明了 的 基本 事实 , 方程 (3) 变 为 


(2 各) 莽 -=， 


| 


所 以 : 
tt 一 f (é,, 5，， “""» < 1 ) 


/4 


针 J 机 Xn ) -一 f(z) 9 p(X), “+ DZ) 
其 中 了 是 任意 的 (n 一 1) 个 自 变量 的 函数 , 它 即 是 方程 (3) 的 通 
解 ， / 

一 般 说 来 ,只 要 给 定 初 始 数 据 的 R" 中 的 曲面 S 中 无 方程 (3) 
的 特 伍 线 ， 则 可 由 通 解 法 求 出 方程 (3) 初 值 问题 的 解 ， 


a 并 
at ‘9x: 9x, 


例 1 和 


| U |,-0 = P(X1, Te) 


方 颂 肘 特 全 方程 是 
dt _ dn dz 
1 | 2 


它 有 两 个 独立 的 第 一 积分 zje' 二 ci 和 xze' 二 co， 所 以 方程 的 通 解 
是 
"ux, Xs,, tt) 一 了 (ze Xe!) 
报 搓 初始 条 件 得 
i PX1, Ts) = fxry Xi) 
所 以 初 值 问题 的 解 是 
U(Xis Toy 1) 一 VCZIe Xe) 
对 于 更 一 般 的 一 阶 线 2 
> Cz) 了 一 cCz)z 


情况 是 类 似 的 ， 也 是 先 由 特征 方程 组 的 n 一 1 个 独立 的 第 一 积分 
作 自 变量 的 代 换 可 得 | 

du 

aE 十 al(é., é,， 和 €,.)u 一 
由 此 得 通 解 

We 
= A(€, eo, 6)f Ee, EL1) 
: 75 


其 中 f 是 任意 一 1 元 的 卫 数 ， 回 到 原 目 变量 x 二 (zi1,，…*, ZX,) 
得 

ww 一 AC wT), (TX), "°°" p(X)) fl(p (7x), gp (TIT), "**, p_i1(7X)) 
2.1.4 其它 某 些 高 阶 方程 的 通 解 


从 上 上 述 各 小 节 的 讨论 可 知 , 一 个 方程 要 能 较 容易 地 求 出 通 
解 ， 主 要 的 方法 是 通过 适当 的 变换 使 方程 转化 为 只 含有 唯一 的 一 
导数 项 的 齐 次 或 非 齐 次 方程 ， 对 于 这 种 简单 的 方程 通 解 容易 求 
出 ， 再 进一步 由 通 解法 求解 定 解 问题 . 对 于 高 阶 方程 也 是 这 样 ， 
对 于 这 种 只 含有 唯一 的 一 个 高 阶 导 数 项 的 齐 次 方程 就 可 用 逐次 降 
阶 的 方法 得 出 通 解 , 这样 ， 对 于 通 解 的 求法 就 有 一 种 统一 的 认 
识 ,用 来 指导 对 具体 问题 的 分 析 . 


例 1 | 2 一 f(x, y) 


9X9y 
ul|,o = py), uo = p(X) 
zx 二 0, y = 二 0 是 方程 的 两 条 特征 线 , 这 是 特征 边 值 问题 ， 
显然 , 方程 的 通 解 为 


u(r, y) 一 f(x) 十 S(《y) 十 |@ | Ace， 7)d7 
0D 0 


其 中 f, g 为 任意 鹃 数 ， 由 定 解 条 件 可 唯一 地 确定 得 
f(z) + gy) = px) + py) — 90) 
其 中 9C0) = 二 y(0) ， 故 得 / 


uz 9) = pz) + Py) — 0) + [aé | Fé, 7Ddy 


9 4 
9y 1) y) 


例 2 - 
& | -0 = Hx), 3 一 p(T) 


方程 的 通 解 为 
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y > 1 


U(x, y) = f(x) 十 yg(Cy) 十 [Ea| f(r, dn 


其 中 了 和 gg 是 任意 了 消 数 ,由 初始 条 件 唯一 地 得 
fr) = p(x), gx) = flr) 
故 得 
(ZN) 一 VCZ) 十 >yVOGZ) 十 az Jrz，7)d7 
9 
3 一 
可 把 方程 写 为 


0 


故 


7 = f(x) 十 g1(y) 
f1(7x) 和 g1(y) 是 任意 函数 ,两 边 积分 可 得 
u(x, y) = f(z) 十 yE(Cz) 十 (3y) 十 rwly) 
其 中 f,g,，v, w 是 四 个 任意 函数 ,这 就 是 上 述 四 阶 方程 的 通 解 ， 


对 于 某 些 定 解 问题 也 可 以 由 通 解 确定 出 特 解 


> au 
例 4 3 39y 1 Fz™ 
把 方程 改写 为 
9 /ou 
(E+)=0 
故 得 
+u= /9) 


其 中 f 是 任意 晴 数 , 故 
eu) ~ ef(y) 


u(r, y) 一 及 (yy) 十 e7?g(Z) 
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其 中 心 和 & 是 任意 函数 ,这 便 是 方程 的 通 解 ， 由 此 通 解 可 唯一 地 
得 出 问题 
9 
dXgdy 


du 
二 了 三 0 


u|,_o 一 py) 
U | ,0 = yx) 
的 解 ， 其 中 gq(0) = y(0). 


2.2 球面 平均 法 


球面 平均 法 是 求解 党 系数 双 曲 型 方程 初 值 问题 一 个 古典 和 巧 
妙 的 方法 ， 本 节 首 先 用 此 方法 推出 三 维 波动 方程 初 值 问 题 的 解 ， 
然后 用 降 维 法 推出 二 维 波动 方法 初 值 问题 的 解 . 根据 解 的 公式 讨 
论 解 的 传播 性 质 和 柱 面 波 的 弥漫 现象 ， 最 后 介绍 用 球面 平均 法 可 
得 出 的 n 维 波动 方程 初 值 问题 解 的 统一 公式 ， 由 用 降 维 法 得 出 推 
了 的 nn 维 小 动 方 程 初 全 问题 的 解 . / 

2. 2. 1 ”球面 平均 法 , 三 维 波动 方程 初 值 问题 解 
的 Poisson 公式 及 后 推 势 
设 工 二 (Xz1，X2，X3)，B,(X) 表示 以 z 为 中 心 , r 为 半径 的 球 ， 


a5.(z) 表示 此 球 的 球面 , gz) € C2(R;) , 则 y 的 在 球面 3B,(zx) 
”上 的 平均 值 范 数 


Mi[y] = vx, 7) = i | Yds 


:| B Cx) 


”满足 下 列 Darboux 方程 的 初 值 问题 


Vv _ yi -or>ozeR 
广 or ， 


or 
也 | -0 一 yy(X1, Xe, Xs) 


dv 
or Fr 一 心 
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事实 上 , 利用 以 xz 为 中 心 的 球面 坐标 9 和 9, 0 夺 b 志 ,0 二 
9 2x ， 则 


2 
U(X,， rr) 一 1 j W(X 十 7C19 TT» 十 7 CQ29 过 3 十 ra )dc 


2 元 于 
= | gz 十 ral，T 十 ras，Z3 十 ras)do, 


其 中 
a= sintcosp, a, = sinOsing, 0 = cosd 
do,= risingdbd¢, doc = sinldldy 
所 以 
2 下 工 3 
av 1 og 
ar Anr: | 之 代 ， xjde 
一 7 | 4VdVY (Gauss 公式 ) 
r B(x) 
3 名 1 人 
dar ”27zrr3 | pr | | Aydo, 
B. {Tr) 0 
2 
Av= | | Aydo, 
00 
所 以 得 
2 — A 二 2 32 一 0r> oreR 


lim vx, r) = yr, TX, Ts) 


所 以 ， 如 果 设 w(x, 7) 一 et vx, rr) = ror 7) ,lwlr, 
7) 钦 然 满足 
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& | =。 一 0 


二 ri 
所 以 立即 可 知 ; 当 g(x) EC2CR3) 时 u(xz, it 一 420 给 出 
下 列 波动 方 初 值 问题 的 解 
2 一 gz， tit>0,rER 
u|, so=0 
a 一 y(z) 


所 以 如 果 gLzr) E CCR) , 则 tMzLpj 不 但 满足 上 列 的 波动 
方程 , 而 且 是 三 阶 连 续 可 微 的 , 由 于 方程 是 惫 系数 的 , w(x, 一 


之 [zMz[g]] 也 必然 满足 上 列 波动 方程 , 且 满 足 初始 条 件 ， 


9 
w(x, t)|,_o = stMz Lp], 一 (x) 


9 ， oF 时 
ED oo aL tM: [9]],, 


= a?A [tM*[9]],., =0 
即 当 g(x) E CCR3) 时 , w(x, 1) = [tMs[9]] 满足 


2 =aAw,t>0,7ER 
w|,o = PX) 

gw| 一 

9t t=0 


根据 合 加 原理 和 综 上 所 述 可 得 ; 当 (zx) E CR), Fx) E 
G(R) 时 ,二 维 波动 方程 初 值 问题 : 


2 — a’*Axu, t > 0， TE R’ 
ul|,o = P(X) 
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du 
9t 一作 


= f(z) 
的 解 为 

u(x, i) 一 if 十 [Ms[9]] 
称 此 为 Poisson 公式 . 解 的 唯一 性 可 以 直接 应 用 Holmgren 定理 
得 出 ， 也 可 以 用 其 它 的 方法 证 明 . 解 的 稳定 性 可 直接 由 Poisson . 
公式 得 出 ， 也 可 用 其 它 的 方法 证 明 . 所 以 三 维 波动 方程 初 值 问题 
是 适 定 的 . 当 q(x),，Y(z) 不 够 光滑 时 ，Poisson 公式 也 给 出 了 问 


题 的 广义 解 . 
根据 齐 次 化 原理 可 得 出 
2 = axhz + flz, i),t>0,， ER 
xz | ,一 0， 2 一 0 
的 解 是 


x 一 | (2 — 7) MaoFf(x, rT) ldr 


f(z 十 rea， 2 十 ra,， | 十 ras,, tC— 一 ) 


一 | rdrdo, | 
-直人 / 


其 中 > 一 V (一 zz)? 十 (和 一)? 十 (一 x)*， 称 此 解 为 后 
推 势 , 其 物理 意义 是 它 具体 表明 了 外 加 的 源 项 了 对 物理 场 4 的 影 
响 ， 即 在 空间 点 (6, 名， 名) 处 在 时 刻 上 一 二 源 的 值 恰 是 在 时 刻 


影响 到 空间 点 zx 处 的 状态 , 后 推 了 的 时 间 一 恰 是 以 速度 e 从 点 


(5 ，*，55) 行驶 到 点 工 点 的 时 间 , 而 源 的 影响 的 强度 随 着 源 点 到 
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场 点 距离 的 增加 而 衰减 ， 
2.2.2 降 维 法 ,二 维 疲 动 方程 初 值 问题 解 的 Poisson 公式 
设 U(X1, 人 2， t) 是 


2 一 oz( 3 十 9 ， t > OX, Xs) ER 


EE az axzs 
以 | ,-。 一 0 

9u 

ar :二 0 Ya， Ta) 


的 解 ， 如 果 把 U(X1，XY2，1) 视 为 1 之 0， (Xx1, Xs, TX3) ER 中 的 四 
元 图 数 时 ， 显 然 尼 也 必然 是 三 维 波 动 方程 初 值 问题 

9 (2 9u | 9%u 

dt “ OX 073 了 


上 > 0， (ZX1, 之 2 Xs) € R’ 


| .0 一 0 


地 
ou 
7 ，_。 一 以 (1 ， 7 ) 


的 解 ， 根 据 解 的 唯一 性 ， 必 然 可 以 由 三 维 波动 方程 初 值 问题 解 的 
公式 推出 二 维 波 方程 初 值 问 题解 的 公式 ， 称 此 为 降 维 法 ， 所 以 
L ZI1，Z2z，t) 一 tMe ,;,, z Ly 


二 由 9 6 


~ Anat 
其 中 SS 是 球面 (6 一 Xz) 六 十 (86, 一 ,十 (5 一) 二 at 把 此 
球面 上 的 面积 分 化 为 二 重 积 分 可 得 


u(x1, Xs,, 1) = | dé, 
pV at — (6 ~ Xi) (6 CO— x) 
其 中 Ds* 表示 以 《zi， x2) 为 中 心 , at 为 半径 的 圆 形 区 域 . 
根据 和 三 维 时 的 类 似 讨论 可 得 ; 当 g(xi, zz) € C2(R’)， 
p(X1, Xa) E CIR) HH, 
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二 — a’Au, t>0,TER’ 


or 

u | -0 一 P(X) 

a 

ou 一 J(Z) 
t | := 


的 解 是 


其 中 r= 二 和 ($1 一 2 十 (5 一 2 ， 也 称 此 为 Poisson 公式 . 
根据 齐 次 化 原理 ,也 可 以 得 出 非 齐 次 二 维 波 动 方程 初 全 问题 
解 的 积分 表达 式 . 


2. 2. 3 ”波动 方程 初 值 问题 解 的 传播 特性 , 柱 面 波 弥漫 现象 


5 一 oz， :>0,XER’ 
设 ul,o=0 

ou 

5 二 J x) 


其 中 % = 2 或 n = 3， 根据 Poisson 公式 ,n= 二 2 时， 则 


u(x, t) = 5 | Ds d6 dé, 
pV oat 一 


其 中 r+ = 二 (zi 一 合十 (zi 一 和 ?7. n= 二 3 时 ， 则 
u(x, ti) = tM:[y | | 
所 以 ,= 2 时, 点 (z, z) 的 依赖 初始 数据 的 区 域 是 以 z 为 中 心 ， 
at 为 半径 的 圆 域 DY (zj 一 和 十 (x; 一 名) 和 二 a 虹 ， 它 是 由 二 
维 波动 方程 过 点 (zx1， xs， 的 特征 锥 面 (zl 一 6)? 十 (zs 一 6.)? 
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一 2(1 一 纺 " 和 平面 7 一 0 相 
交 得 的 圆 和 它 的 内 部 区 域 ( 图 
2.8). nn 二 3 时 的 情 闹 有 所 不 
” 同 , 点 (zx, z) 的 依赖 于 初始 数 

据 的 区 域 只 是 以 为 中 心 , at 
为 半径 的 球面 3: (6 一) 十 
(€, — Xs) 二 (£63 ~— Xx) = at 
, 尼 是 由 三 维 波动 方程 过 扣 
(Tz1，Xz，X3， t) 的 特征 锥 面 
(&) — ZX1) 十 (6 — X20) 十 (6 
一 Zi 六 一 4 人 9 一 卢 ) 和 平面 7 
= 0 相交 得 的 球面 ,其 中 7 三 
表示 时 间 轴 . 类 似 于 ”= 1 的 情况 , 可 以 讨论 初始 数据 所 在 空间 
区 域 的 影响 区 域 和 确定 性 区 域 , 它们 均 可 以 由 特征 锥 面 来 确定 . 
例如 ,n= 二 2 时 平面 上 一 点 (Zz1， x;，0) 的 影 啊 区 域 就 是 特征 锥 体 
(Ce 一 2)2 十 (一 zz 二 cz, 7 之 0) ,平面 上 的 圆 域 D*，(& 
一 xz1)? 十 (一 x2)? 二 at? 的 确定 性 区 域 就 是 特征 锥 体 (一 
zi) 十 (5 — X2) SS a (7 1) ). 

” 设 初始 数 Jy(z) 的 支 集 为 R" 中 的 一 有 界 的 闭 集 TT。, 设 工 为 
To 外 的 一 个 点 ,4di 和 4; 分 别 为 挟 z 到 TT 各 点 距离 的 最 小 值 和 最 
大 值 ( 图 2. 9) ， 则 根据 Poisson 公式 可 知 , n 一 3 时 ,在 时 刻 所 三 


各 站 数据 4 开始 影响 到 点 的 状态 当 4 <+< 人 一下 时 
始 数据 影 着 点 的 状态 x(z, t)， 但 是 当 在 时 刻 == 空 以 后 , 禄 
始 数据 对 z 点 的 影响 消失 而 恢复 到 静止 的 状态 ， 即 当 上 > 衬 时 ， 


uz, t) 一 0. 但 是 一 2 的 情况 则 有 本 质 的 不 同 ， 一 : 


初始 数据 开始 影响 到 z 点 的 状态 ,但 在 此 时 刻 以 后 初始 数据 一 直 
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图 2.8 


» 
2 
a 
4 


影 啊 者 z 点 的 状态 而 水 不 消失 ,这 种 现象 称 为 有 后 效 性 ,或 称 为 
波 的 弥漫 . 或 者 换 男 一 种 说 法 , n = 3 时, 在 空间 一 个 点 xz 处 的 初 
始 数 据 ， 到 时 刻 t 只 影 啊 到 空间 中 以 z 为 中 心 at 为 半径 的 球面 5 
上 各 所 的 状态 , 这 种 情况 称 为 球面 波 , a 是 波 的 传播 播种 速度 . 但 
征 当 一 2 时 , 空间 一 点 二 《zx1， zz) 处 的 初始 数据 ， 到 时 刻 上 影 
啊 到 的 空间 R* 中 的 以 工 为 中 心 , at 为 半径 的 加 Dz 上 各 点 的 状 
仿 ， 这 种 情况 称 为 柱 面 波 , 它 的 传播 速度 也 是 4a. 球面 波 是 无 后 
效 的 ， 柱 面 渡 是 有 后 效 的 . 


“2.2. 4 72 维 波动 方程 初 值 问题 的 解 


设 z = 一 (zz ,XZ,)，B,(x) 表示 R' 中 以 z 为 中 心 ,7 为 
半径 的 球 , 3 B,(zx) 表示 球面 ， PT) E CCR") 在 球面 3B,(x) 上 的 
球面 平均 值 函 数 为 


Miy|= vr, 7r) = 了 网 yds 


人 


心 的 球面 坐标 i, 02s 90 委 和 和 rz 0 委 9 和 27r ， 则 


其 中 ou(7) = 


”1 为 球面 3 B,(x) 的 面积 ， 如 果 用 以 z 为 中 
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Mi[Y] = 20 


J wea + 二 ray, Xs 十 raz，…， ra )do, (7) 
其 中 


ol 一 sinO,sinO,siN0,_ Cos 
oz 一 SInOsInb Sin slny 


ay 一 Sino .sin :cos ， 


cx 1 = Sin0icosd, 
a, 一 coOs0, 
do, (7r) = rr lsin” 20 sin”" 0, 
…Sin0_ ,d0 ppd0_ ,dp 
类 似 于 n = 3 的 情况 可 证 明 v(z, 7) 满足 下 列 Darboux 方程 的 初 
值 问题 


9 7 il _ wo0r>0,r€R 
Or rr or : 

v |,-o 一 yl) 

Ov 

ar 0 9 


当 n 关 3 时 ,上述 Darboux 方程 初 值 问题 和 维 波 动 方程 初 值 问 
题 的 关系 较为 复 末 些 ， 但 是 仍然 可 建立 它们 之 间 的 联系 而 得 出 下 
列 的 一 般 结果 '3j ， 


车 (zx) € [ 守 ] (R")， 则 初 值 问题 


2 ~ gu, :>0,x€E RR" 
tt， 一 0 
= x) 


的 解 是 
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1 了 彤 一 2 


l 
u(r, 站 ) 一 (n 2)1! Aa"! 可 大 一 


at 


| Ce — rr) rMlyldr, n> ?2 
0 
n 二 2 或 n= 二 3 时 就 是 已 推出 的 Poisson 公式 ,nn = 二 4 时 可 得 


_131 +: ,yy 
A 1) -一 pa ot | 2 一 7 rM'[y ldr 


2.2. 5 推广 的 波动 方 往 初 值 可 题 的 解 
讨论 推广 的 波动 方程 的 初 值 问题 
~ 一 “Au 十 Cu， :>0， rerk 


全 -一 工 
知 设 cJ(Z1， 2 “"" wv Tntl? t) = 4 #1 A “0 上 ) a 


则 


9 YU 

af 一 - a’ Avw,， f > 0， 十 € R"1+! 

vw | ,0 一 

9 i, 

ow =—— ee n 二 1 以 人] ， To 让 ,) 
9t | ,0 


所 以 ,根据 唯一 性 定理 可 用 Cn 十 1) 维 波动 方程 初 值 问题 解 的 公 
式 来 推出 维 推广 了 的 波动 方程 初 值 问题 解 的 公式 . 


例 1 设 
a :>0, XE€ER 
zt | 一 
下 | = Yr) 
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对 


Le 
设 让 (zy Try 引 一 ee u(xi, t) ， 则 
9 %u ,/ 9 Ww 9 YU 
( 5 十 5 
9 1 9 区 


pt )， t > 0， (1， 71,) ER 


0 一 0 


yes 
| 
根据 Poisson 公式 人 得 
JE je 
1 @ a 2 
人 | 一 天 一 一 二 de dé, 


SV at:—r 
其 中 D:' 是 以 (zi, xs) 为 中 心 的 圆 域 
” 一 V (&, 一 X1) 十 (&, 一 Xs) 


所 以 z 
1 (Je Ka 
UL) 一 Da | 7 dé, 


22 


at & 7 we 
og | 0/ x1)dn, 


et /RV at Nh 


里 层 的 积分 利用 三 角 代 换 灵 = W az 一 开 sing， 则 


ati 
We AA/ sin 
u (Xi, 1t) 一 了 | jn 十 Xi) dn | ee #4 n “dg 


i 


d7: 


ati 


ee er 


u 


—at 


rt ut 


-- ;一 | pT (CE V az — (&, 一 EG 


a 


一代 | 
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其 中 Tu) 一 | e“” dy 是 零 阶 虚 变 量 的 Bessell 函数 , 如 果 c 过 


Mr EE 


2 
0 时 ， A 上 ) 又 可 写 为 


2 十 二 , 


J 5 | JJ CE V Qa’t* 一 《二 一 x)? )ds, 


ro 


其 中 Jo(z) = JD,(iw) = | e™“™” dg 是 零 阶 Bessell 晒 数 . 


前 面 用 球面 平均 法 解决 了 维 流动 方程 初 值 问题 ,对 于 一 般 
的 常 系数 双 曲 型 方程 的 初 值 问 题 , 球面 平均 法 也 是 行 之 有 效 的 ， 


例如 , 可 以 用 球面 平均 法 推出 超 双 曲 型 方程 


习 题 二 


内 容 包 括 ; 行 波 法 和 通 解 法 , 一 阶 线性 偏 微分 方程 的 特征 方 
程 组 及 道 解 法 , 波动 方程 初 值 问题 解 的 D' Alembert 和 Poisson 
公式 ， 波 的 传播 特性 ,依赖 区 域 和 确定 区 域 , 降 维 法 和 延 拓 法 ， 


推广 的 波动 方程 初 值 问题 解 的 公式 
1. 用 行 波 法 求解 下 列 定 解 问题 
ou ou 
wl:o 一 Hx) 
= t>0,7xXTtat>0,r—at<0 
2) U | ,wo 一 p(X) 


& jz+a=o 一 p(x) 
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其 中 g(rz), g(x) 二 阶 连续 可 徽 ,PC0) == 内 0) ， 


2 一 02 9， f 0 并 D0 7 一 Qt 全 0 
(3) 


Uw | a0 一 一 SI1nw 


一 4 FT? 1 盖 0 工人 0 
(4) wu |,-o 二 0， S _ 一 pz) 
9 1 
有 一 如 一 
2. 用 通 解法 求解 下 列 问题 
2 9 92L 
3 三 11037335) 人 
(1) U|,-0 一 PT) 
: du 
3y oo OC) 
并 讨论 点 (zo，yo) 的 依赖 区 间 , 和 zz 轴 上 上 区间 [1, 2] 上 的 初 
始 数 据 的 确定 性 区 域 和 影响 区 域 . 
du ou 
(2) 37+x ai= 0 :>0，X 关 0 
|,_o 一 G(T) 


Ul-o = FX, y) 
3。 设 二 维 波动 方程 3 六 一 o( 3 和 十 3 性) = 0 ， 在 加 域 之 十 y 
委 1 上 给 定 初始 数据 , 试 求 它 在 i 二 0 中 解 的 确定 性 区 域 和 影响 
4. ”应 用 降 维 法 直接 从 三 维 波动 方程 初 值 问题 的 Poisson 公式 推 
出 一 维 波 动 方程 初 值 问 题解 的 D' Alembert 公式 ， 
5. ”应 用 三 维 波动 方程 初 值 问题 的 Poisson 公式 ， 推 出 下 列 二 维 
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推广 的 波动 方程 初 值 问 题解 的 公式 . 


9 % 


JF a’Au 十 cu,t 计 0 
& | -oo 一 0 


az 
dt 


一 Jy(X, y) 


二 


9 ww 
af2 


6. (1) 设 2 | = P(x) yy， 之 ) 


9 
了 | 一 Cr，》， 2) 


车 pziyia 二 一 pziyy 2) pry12) =— Yrsy, — Zz) 
， 让 明 w(xzx,y, 0,t) = 0. 
(2) ”应 用 延 拓 法 求解 

9 

oar 


= aAu,t>0 


一 a’Au, t > 0， 之 > 10 


5 


u|,_ o 二 0, 7 一 J(X, y, Z) 
t=0 


u|.- oo 三 0 


7. 求 出 下 列 问题 的 角 
2 ~ a:Aw,t>0 

(1) z 
wu | ,-。 一 了 ZX， 


ti 
9 


(2) 
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3 分 离 变 量 法 和 特殊 因数 


本 章 包 含 的 内 容 较 多 ,首先 是 用 几 个 典型 的 问题 讲述 了 分 离 
变量 法 ,接着 围绕 分 离 变量 法 的 需要 简明 地 讨论 和 介绍 了 微分 广 
程 回 有 值 问题 的 理论 ， 微 分 方程 的 解析 理论 和 特殊 函数 ， 最 后 又 
回 到 用 分 离 变量 法 求解 多 个 自 变 量 偏 微分 方程 的 某 些 经 典 问 题 


3.1 两 个 自 变 量 时 的 几 个 典型 问题 


3.1.1 一 维 疲 动 方程 的 况 合 问题 


5 一 ,> 0， 0 一 工 一 / 


问题 一 a u(rz, 0) 


U(X, 0) = HX), Fy 


一 YX) 


u(0,1) = 0,u(l,t)=0 
此 问题 可 以 用 道 解 法 ( 即 特征 线 法 ) 求 解 ， 这 在 第 二 章 中 已 讨 
论 过 . 
此 问题 也 可 以 用 延 拓 法 来 求解 ， 即 把 初始 范 数 MKz) 和 (zx) 
按 适当 的 方式 延 拓 到 (一 co ，ce) 上 得 到 函数 B(x) 和 严 (z)， 然 
后 用 D' Alembert 公式 表示 问题 一 的 解 
D(X — at) + Bz 二 at) 


u(x, 1)= 2 


Tar 


十 元 二 到 (de ,ti 之 0,0 一 工 一 1/ 


使 得 满足 边界 条 件 u(0， )) = 二 uw(l, 1) 一 0， 不 难 验证 ， 只 要 先 将 
2Z(z) 和 yg(x) 以 X= 7 为 对 称 轴 奇 延 拓 到 [0, 2L] 上 . 然后 以 22 为 
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周期 延 拓 到 (一 ce，2o) 上 则 可 满足 所 述 的 要 求 ， 即 在 一 个 周期 
[0, 221 上 

(xX), OI 

一 2 一 2 和 2 三 2 

Zz) 的 表达 式 是 类 似 的 、 延 拓 法 是 以 初始 问题 解 的 D' Alembert 
公式 为 基础 的 , 原则 上 如 果 是 其 它 类 型 的 边界 条 件 也 可 以 用 延 拓 


D(x) 一 | 


本 章 要 讨论 的 是 用 分 离 变 量 方法 来 求解 问题 一 , 其 步 又 是 ， 
(i) ” 先 求 满足 齐 次 方程 和 齐 次 边界 条 件 旦 变量 分 离 的 非 零 
解 族 , 嗓 求 方程 的 形 如 六 (zx)T(z) 的 非 零 解 ， 且 满足 齐 次 边界 条 
件 , 其 中 XC(z), T(z) 分 别 表示 仅 与 zx 和 上 有 关 的 待定 函数 , 把 之 
代入 方程 得 
XT = eT CQ) XX) 
使 其 变量 分 离 得 
1 (t) 加 从 7 (xX) 
oT (zt X(r) 
由 于 上 式 中 左边 仅 是 1 的 多 数 ,右边 仅 是 xz 的 函数 ， 要 使 它们 相 
等 只 有 两 边 均等 于 一 个 待定 的 常数 一 4, 且 由 于 要 使 解 满足 齐 次 
边界 条 件 ， 所 以 得 到 


T(t) + AaT()=0 (1) 
和 和 | 

KX’ + AX(X)=0 

X(0) = 0, KX()=0 
这 样 偏 微 分 方程 就 被 分 离 为 两 个 常 微分 方程 ， 称 关于 X(zx) 的 常 
微分 方程 的 边 值 问题 (2)? 为 加 有 值 问 题 ， 要 由 它 来 确定 使 问题 (2) 
有 非 零 解 的 常数 4， 称 这 种 常数 为 固有 值 问题 (2) 的 固有 值 ， 称 对 
应 的 非 零 解 为 属于 此 固有 值 的 固有 苯 数 ,为 了 和 生 阵 的 固有 值 问 
题 相 比较 , 也 为 了 更 一 般 地 理解 各 种 线性 算 子 的 固有 值 问题 ， 可 
把 问题 (2) 写 为 算 子 的 形式 


(2) 
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LIX]= 
其 中 工 表示 线 性 微分 算 子 一 一 X(z) 属于 在 [0, 门 上 二 


阶 连 续 可 微 且 在 两 个 端点 取 零 值 的 函数 空间 , 一般 的 在 复数 域 上 
讨论 加 有 值 问 题 ， 人 允许 固有 值 可 取 复 数 ， 对 应 的 固有 函数 可 取 复 
值 函 数 ,， 但 本 教材 中 所 直到 的 微分 方程 的 固有 值 问题 的 固有 值 一 
定 是 实 的 ， 相 应 的 固有 函数 也 是 实 什 函 数 ， 这 和 实 对 称 和 矩阵 的 固 
有 值 一 定 是 实 的 情况 很 相似 , 证 明 方 法 也 是 类 似 的 , 详细 情况 个 
多 论述 . 

设 4 是 固有 值 间 题 (2) 的 固有 值 , X(z) 是 属于 此 固有 值 的 固 
有 哺 数 ， 则 | 

L[X|]— X"(zx) = AX(r) 

两 边 乘 以 X(x) 并 从 0 到;! 积分, 左 端 利用 分 部 积分 和 XX 满足 的 
齐 次 边界 条 件 得 


jx xd 一 人 [ec 


由 此 必 有 14 之 0 ， 又 车 4 二 0 时 必 有 六 (xz) 一 0， 又 由 于 齐 次 边界 
条 件 必 有 X(x) 一 0， 所 以 4 王 0 也 不 是 问题 (2) 的 固有 值 ， 所 以 
可 设 和 A 汪 0 ,这 时 

: X(z) 一 cicos MV Axrt esiny Ax 

由 边界 条 件 和 (0) = 二 0 ,得 c= 二 0 ,所 以 c; 必 不 为 零 , 又 由 边界 条 
件 了 0Q)=0，, 得 


sin 4/ 人 7 一 0 
由 此 可 知 固 有 值 是 
4 一 入 一 ( 笠 ) ， R= 1,2, 
相应 的 名 有 函数 是 


X(T) = sin Kx 


l 
94 


这 样 就 求解 得 固有 值 问 题 (2) 的 解 , 求 出 了 它 的 全 部 固有 值 嫉 和 
相应 的 固有 函数 和 (zz) . 


对 于 每 一 个 人 = = ( 冬 ) , 求解 方程 (1) 得 


TT,(1t) = Ajcos Te 十 B,sin na, 


从 而 得 出 问题 一 中 满足 齐 次 方程 和 齐 次 边界 条 件 分 离 变量 的 解 族 
ae(CZe 1) 一 ( Aicos ra, 十 B,sin Te sin x 
R=1,2,."" 

(i) 根据 和 迭 加 原理 设 问 题 一 的 解 为 
\ kA 


kna krna \ . 
u(x,t) 一 之 ， (acos 二 一 十 B,sin tjsin 了 


它 仍 满足 齐 次 方程 和 齐 次 边界 条 件 ， 又 由 初始 条 件 得 
PCZ) 一 D2 Arsin ey 


yx) = >(B, Te )sin ey 


这 是 gx) 和 ylz) 按 三 角 函 数 系 sin ry 的 Fourier 级 数 展开 式 ， 
所 以 可 唯一 地 确定 得 


Ai = 了 | ras xdz 一 似 
二 


) 、 
， 天 { 
B, = 一 - “了 | wm zdzx 一 2 内 
从 而 得 到 问题 一 的 级 数 形式 的 解 
一 ka Ena 
u(xX, 1) = 2 (geos +t 十 hsin “Ae 7 et)sin 7 


上 述 分 析 求 问题 一 的 解 的 方法 就 是 分 离 变 量 法 , 从 求解 的 过 
程 可 知 , 一 个 中 心 的 环节 是 求解 固有 值 问题 (2), 得 到 了 一 列 固 
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kA 


有 值 % = ( 笠 ) 和 相应 的 固有 函数 系 sin 2z zx， 固有 函数 系 构成 


[0, 中 区 间 上 一 完备 的 正 交 系 ,， 所 得 解 的 级 数 表 达 式 实质 上 是 把 
xzy zt) 按 此 因 有 羡 数 系 作 Fourier 级 数 展 开 ( 作为 参 变 量 ), 所 
以 分 离 变量 法 又 称 为 Fourier 方法 ，Fourier 正 是 由 于 用 分 离 变 量 
方法 讨论 热传导 问题 而 得 到 Fourier 展开 的 方法 . 

问题 一 可 解释 为 描述 两 端 固定 的 弦 在 初始 数据 激发 下 而 产生 
的 横 振 动 问题 ， 所 产生 的 位 移 国 数 x(z, 1) 是 一 个 复杂 的 振动 ， 
分 离 变量 法 所 得 的 级 数 表 示 把 一 个 复杂 的 振动 分 解 为 一 些 简 单 的 
简 谐 振动 的 迭 加 ， 即 


u(x, t) 一 Y ui (x, t) 


k=1 


其 中 


wk (Xz， t) 一 | Ascos 2 十 B,sin 2 | sin x 


= | Msin( 2z2 十 N,) | sin Tz 


称 每 一 个 ws(x，,) 为 一 个 驻 波 ， 作 为 时 间 的 函数 它 表 示 一 个 简 
谐振 动 ， 其 频率 为 “2 ,其 振幅 和 xz 点 和 初始 数据 有 关 ， 初 相 入 
完全 由 初始 数据 确定 ,频率 由 a 和 /确定 而 和 初始 数据 无 关 所 以 
称 为 固有 频率 , 这 些 驻 波 中 最 小 频率 为 尝 称 之 为 基 频 , 其它 频 
率 为 基 频 的 整数 倍 ， 称 每 一 个 驻 波 为 固有 振动 . 分 离 变 量 法 相应 
于 把 一 个 复杂 的 振动 分 解 为 不 同 频率 的 驻 波 的 选 加 ,所 以 物理 上 
又 常 称 分 离 变 量 法 为 驻 波 法 . 

上 述 求解 的 过 程 只 是 分 析 ， 所 得 的 解 还 只 能 说 是 形式 解 ， 数 
学 上 还 应 该 进行 综合 过 程 ， 即 验证 所 得 的 解 给 出 问题 的 解 , 是 还 


各 计 认 只 一 相生 定 性， 从 所 和 的 形式 条 知 ,时 后 0( 上 ) 
4 二 0( 广 ) 时 ， 则 可 以 逐 项 求 导 直到 二 阶 偏 导数 ， 它 给 出 问题 一 
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的 古典 解 , 而 当 = 0( 坪 )， 办 = 0( 士 ) 时 , 级 数 一 致 收 化 于 一 
个 连续 函数 x(z, t)， 但 不 能 保证 二 阶 连续 可 导 , 它 给 出 问题 一 
的 广义 解 ， 如 果 只 能 保证 形式 解 的 级 数 在 更 弱 的 意义 下 收敛 ( 例 
如 均 方 收敛)， 则 x(z， 切 给 出 更 广 意义 的 广义 解 . 而 解 的 唯一 性 
和 稳定 性 可 从 由 通 解法 ( 即 特 征 线 法 ) 直 接 推出 . 还 有 另 一 种 方法 
是 用 能 量 积分 的 方法 来 证 明 , 这 种 方法 具有 更 大 的 一 般 性 , 可 以 
立即 推广 到 高 维 波动 方程 的 问题 . 若 设 wx(z, t) 是 问题 一 的 解 ， 


令 
1}. 


oO = (加) + (总 ))a 


称 之 为 一 个 能 量 积分 ， 则 


¢ 


di) |( 采 于 OU A% )az 
dt J)\ 9t 92 “Ir aror)'™ 
rou 9 fa /ou fa 9 
一 和 EY “| 一- OU ou — 2 [du du 
?| dx 十 | (了 5]dz 2o?| 字 dz 
0 
i 
二 |32132 _ 29 2{ 9u 32& | 
-| (5 a jdz + 2a:( 2 3 


由 E(t) 保持 一 个 第 数 ，、 所 以 
i 
E(t) = EE(0) = | cz) 二 a’g *(x))dx 


特别 ， 当 为 齐 次 初始 条 件 时 ， 
E(t)=0 
所 以 


du 
7 一 F370 u(x, 1) = u(0, ti) 三 0 


这 样 就 证 明了 问题 一 对 应 的 齐 次 问题 只 有 和 零 解 ， 从 而 证 明了 问题 
一 解 的 唯一 性 . 
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如 果 以 孩 振动 问题 作物 理解 释 ， 风 
|( 辟 ) dz 表示 豆 的 动能 
二 | 24) dz 表示 弦 的 势能 
其 中 p 为 弦 的 密度 ,为 张力 的 大 小 ,a? 一 性 所 以 除了 一 个 常数 
因子 外 ， 能量 积分 E(t) 表示 弦 的 总 能 量 , E() = EC0) 表示 在 振 
动 过 程 中 的 能 量 守恒 . 又 设 
EW) = | wlz, Ddz 


也 称 它 是 一 个 能 量 积 分 ， 则 


dE, (i) 


i 
ou 
于 一 2 | uz, £) 37dz 


< 2 je, Da (au)’ae 


2 E(t) VEOO) 
所 以 


qd E(t) 
d 


7 < E(0) 


V ENC EO) + VY EO 


所 以 当 0 志 1 夺 了 时， 


J) 站 dz 去 sea tT] 


: (gx) ag (rx)) dr 
这 就 表明 在 均 方 模 的 意义 下 解 对 初始 数据 的 连续 依 懒 性 . 
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2 一 0235 必 一 Cr， ), 0<zr<l,t>0 


问题 二 9 ux, 0) 


u(r， 0 


u(0, 1)=0,u(ll,t)=0 

” ”此 时 方程 是 非 章 次 的 ， 可 直接 用 齐 次 化 原理 和 分 离 变量 法 而 

求 得 此 问题 的 解 ， 即 由 问题 一 用 分 离 变量 法 求 得 解 的 公式 可 得 问 
茹 z 

Lr ) 42 = 0,+ > r, 0O<Zrx<l 


9v 
Qt|,, 


一 f(x, r) 


也 | =; -一 0 


v |,_, 一 0， 也 | 一， 二 0 


的 解 为 
v(xX, t; Tt) 一 Draf sin .Sin ry 
其 中 
i 
fi(T) = 了 | Fe， z)sin edé 
由 齐 次 化 原理 得 


t 


u(rX, 1) — | vcz, t; T)dr 
”如 果 根 据 问题 的 分 析 , 我 们 直接 把 问题 二 的 解 设 为 
U(X, £1) = >》 w(t)sIn ry 
另外 把 问题 二 中 所 有 作为 的 函数 也 都 按 固有 函 赦 系 sin “zx 展 
开 ， 代 入 方程 和 齐 次 初始 条 件 并 比较 系数 得 
| wal) = 一 (22 we) + fale) 


ui(0) = 0, wu’ 1(0)=0 
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其 中 
i 
六 GD 一 也 | fe, sin STédé 


根据 常 微分 方程 初 值 问 题 的 齐 次 化 原理 得 
w(t) = 二 | Acosin Mat dr 


从 而 也 得 到 问题 二 同样 的 解 . 


司 题 三 QU 
问题 = 1, 一 0 ， 本 7 _ 


U | 0 一 AI (1 ，2| 一 Ha 人 
在 此 问题 中 边界 条 件 是 非 齐 次 的 , 用 分 离 变 量 法 求 混合 问题 
时 ,首先 的 一 步 是 通过 未 知 国 数 的 代 换 使 边界 条 件 齐 次 化 ， 即 找 
个 适当 的 函数 u(x, 纪 ， 使 它 满足 非 齐 次 边界 条 件 zk0， z) = 
At ，zo( zt) = 二 po《t) ， 则 作 代 换 
wrX, 1) = u(r, t) — ulr, 1) 


则 可 得 


wi = A Se) = hh(z) 
WW | =- 一 0， tw | 41 U 
根据 从 加 原理 ， 由 问题 一 和 问题 二 解 的 公式 可 得 到 解 w(z， 疙 ， 
从 而 得 出 问题 三 的 解 
u(x, tt 一 世人 (rt + u(r, £) 
通 销 可 选取 zz， t) 为 关于 z 的 一 次 郴 数 ， 得 
UN 人 (Cd £) 一 - AI ) 十 (生生 了 和 jz 


根据 上 述 三 个 间 题 的 解 和 县 加 原理 ,可 用 分 离 变 量 法 求解 更 
100 


一 般 的 问题 
fz ),t>0,0<zr<! 


9 
“lo = $7), F7| = $7) 


| so = p(t), ul = Lt) 
在 处 理 具体 问题 时 ,首先 的 一 步 是 使 边界 条 件 齐 次 化 . 
对 于 其 它 边界 条 件 下 一 维 波动 方程 的 混合 向 题 
2 一 02 十 了 zi,tD>00<7z< 7 


Onu 
u |,o ~ P(X), py 


一 YX) 
/ du 
(mx Bi 
其 中 之 0, B, 之 0, a 十 有 B 闫 0， 用 分 离 变 量 法 求解 的 过 程 是 完 
全 类似 的 ， 中心 的 一 个 环节 是 求解 固有 值 问题 
| X"* 二 AX=0 
a X(0) — BX’' (0) = 0, asX(l) 十 DBX CD) 一 0 
当 Bi 二 B= 二 0 时 是 已 讨论 过 的 固有 值 问 题 . 类 位 地 可 以 证 明 其 图 
有 值 4 之 0， 当 om = 一 0 时 , 即 两 端 均 为 第 二 类 型 的 边界 条 件 
时 ， 其 固有 信和 是 久 二 0， 从 一 (至 ) 4 一 】 ，2<， )， A 一 0 对 应 


的 固有 函数 是 1, 入 = 【 释 ) 对 应 的 固有 函数 是 cos 刀 z ， 固 有 函 


一 A(t) , (Gat 十 pb。 5 


一 Ht) 
立 一 


数 系 | 1， cos 字 z |4 一 1, 2，*…| 仍 构成 [0, 门 上 完备 的 正 交 


系 . 对 于 其 它 的 边界 条 件 , 固有 值 是 正 的 , 而 且 全 部 固有 值 可 以 
排列 为 0 过 二 二 二， 有 可 一 20 (一 co 时 )， 对 应 的 


固有 函数 系 {XX:(x) | 二 1,，2,…} 仍 构 成 [0, 站 上 的 完备 的 正 交 


. 系 . 
用 分 离 变 量 方 法 解 非 齐 次 边界 条 件 下 的 混合 问题 时 , 首先 的 
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一 步 也 是 作 未 知 旺 数 的 代 换 wz 2) 一 xz 一 zz 2) 使 边 
界 条 件 齐 次 化 ， 其 中 w(x, z) 为 满足 韭 齐 次 边界 条 件 的 任意 函 
数 ， 通常 当 两 端 均 为 第 二 类 型 的 边界 条 件 时 可 选 u(x，, 1) = 
xX[AC) 十 BC)xzj], 其它 边界 条 件 时 选 w(z, ?= 4G) 十 BG)z， 
AC) 和 BG) 根据 ww(zy 2 满足 的 非 齐 次 边界 条 件 来 确定 . 

9 .9 4 


aor’ 32， 


， ou 
问题 四 u | ,0 一 P(X), Em 


t > 0， 0< 并 <， 


”一 pT) 


u|,_o 一 10， (hu 十 了) 一 0 


用 分 离 变量 法 求解 ， 先 求 方程 形 如 X(z)T(t) 且 满 足 齐 次 边 
界 条 件 的 解 ， 代 入 方程 和 边界 条 件 且 使 变量 分 离 得 
TI"(t) TaAt(t)=0 (3) 


和 固有 值 问题 
X" 十 A 多 二 0 
X(0) = 0, hAX(U) + X' (y=0 
先 求 解 固有 值 问题 (4)， 若 4 为 固有 值 , 了 (zx) 为 对 应 的 固有 
基数 ,， 风 
— X" = AX 
上 式 两 边 乘 以 站 后 从 0 到 /积分 , 左 端 进行 分 部 积分 并 注意 到 边 
界 条 件 得 


(4) 


i i 
hxX2C) 十 | X12(x)dr 一 1) | Xidx 
必 


所 以 固有 值 4 之 0. 当 ) > 0 时 ， 
X(r) = Acos V Az Bsin /Arx 
代入 齐 次 边界 条 件 得 
4 一 0, 有 B 尖 0 AcosW Al+hsinM Al=0 
所 以 固有 值 4 是 满足 方程 / 
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的 正解 ， 令 v= 二 和 Al， 则 


如 图 (3.1), 在 (vw, 有) 坐标 平面 f 
上 上 , 利用 图 解法 ， 上述 方 程 的 正 
解 是 曲线 f = tgv 和 直线 了 = 一 


rr 在 右 半 平 面 交 点 的 横 坐 标 w， 


Ups 9 Upy *** , 显然 0 过 vi 过 vw， 
< 上 ww -> 十 co ， 相 


应 的 得 固有 值 x = ( 坐 ) ， 对 应 


的 固有 函数 X,(zx) = sinV Nz. 
不 难 证 明 固有 函数 系 {X,(x) 14 - 
= 1，2，…} 在 [0, 7]] 上 正 交 , 事实 上 由 于 
一 和” (rz) = A YX, (zx) / 
— KX" (rT) 一 信和 (x) 
以 X。 和 XX.《x) 分 别 乘 上 列 的 第 一 式 和 第 二 式 , 后 相 减 再 从 0 到 1/ 
积分 ,利用 分 部 积分 和 边界 条 件 和 


(4 一 人 ) | X,Cz)Xo(z)dz 一 (XX 一 XXX 一 0 


i 


|zx, (XIX (Xr)dr =0 


0 


所 以 当 n 关 m 时 ， 


义 记 
1 
M; = | X,(r) | := | 有 Codz 


0 
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| 


一 |si ww AZzdr 


一 (1 一 esin2vi ) 
对 于 每 一 个 4 二 术 ， 方 程 (3) 的 解 为 
TCD = ( Acos VW Xiat + Bisin WV Niat) 
根据 登 加 原理 , 令 问 题 四 的 解 为 | 
ux, t) 一 5 (Aicos VW A at + Bisin /A ,at)sin WV Az 


由 一 ] 


由 初始 条 件 得 
xX) 一 >, Aisin A ,x 


k= 1 
gz) = 2 (BaV i)sinW hx 
= 1 


这 是 定义 在 | 0， 站 了 革 的 函数 按 正 交 系 (sin MV 4A.z|k = 1， 2， *) 
的 广义 的 Fourier 级 数 展开 式 ， 根据 正 交 性 得 


A, = 立 gz)sin VV Ardr= og 


0 


z 

1 1 A/ 1 

B, = ys MM js VV Ardzr 一 - /TY 
最 终 得 到 问题 四 的 解 | 
v0 1 

u(xX, 1) 一 > (eos w 4 zat 十 - Ts A at sin AX 
3. 1.2 ”一 维 热传导 方程 的 混合 问题 

au a : 

Em 一 4 本 5 上 盖 0，0< 工 < ! 

区 1a = wz) 


u | ,0 -一 0 ， u | ,) 一 0 
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此 问题 不 能 用 通 解法 ,， 它 是 本 教材 中 讨论 的 关于 热传导 方程 
的 第 一 个 定 解 问题 , 所 以 也 还 不 能 用 延 拓 方 法 求解 . 但 是 完全 类 
似 于 一 维 波动 方程 的 混合 问题 ， 可 以 用 分 离 变量 法 求解 . 
先 求 满足 齐 次 方程 和 齐 次 边界 条 件 的 变量 分 离 的 非 零 解 
X(z)T (GD ， 代 入 方程 和 边界 条 件 且 使 变量 分 离 得 
7 (GD + aAT()=0 (5) 
和 固有 值 问题 


XT) 十 AX(T)=0 . 
| (6) 


X(0) = 0, XGO) =0 


Fi 


角 国 有 人 问题 得 国信 一 (天) ， 对 应 的 国 丰 表 数 为 


sin Kz, 上 k=l1,2, 


I 
对 每 一 个 丸 二 ( 字 )， 解 方程 (5) 得 
T(t) = Me (PF)” 
根据 登 加 原理 . 令 
ul(X, 1) 一 SA CY) 。 Sin x 
根据 初始 条 件 得 
P(Z) = 2 Ausih x 
得 
A 二 | _ 
(TX)sin dx eo 
最 终 得 到 所 设 一 维 热 传导 方程 混合 问题 的 解 
u(x) 1) = DE FY , sin Tz 


= 1 


值得 注意 的 是 ， 当初 值 函 数 wz) 不 驶 光滑 时 , 例如 设 p(x) 

在 [0, 二 上 仅 分 段 光滑 ， 有 一 些 第 一 类 的 间断 点 ,这 时 不 能 得 到 

在 t 之 0 上 使 (x, z) 连续 的 解 ， 所 得 到 的 级 数 只 能 是 定 解 问题 的 
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广义 解 , 这 时 ， 当 点 (xz, zt) 从 区 域 上 > 0 按 不 同 的 方式 趋 于 p(x) 
的 间断 点 (ze，0) 时 , u(x, z) 会 有 不 同 的 极限 , 但 从 解 的 级 数 表 
达 式 可 知 , 由 于 有 指数 衰减 的 因子 , 当 t > 0 时 , u(z, zt) 是 无 穷 
次 连续 可 币 的 ,在 区 域 上 > 0 中 wz, 仍 是 方程 的 古典 解 ， 这 和 
波动 方程 的 情况 有 本 质 的 不 同 ， 波 动 方程 中 初始 项 数 的 间断 性 会 
沿 着 特征 线 传 播 . 如 果 把 此 混合 问题 解释 为 有 界 杆 的 热传导 问 
题 ， 解 的 结果 表明 ， 虽 然 初始 温度 分 布 有 间断 , 但 是 在 很 短 的 时 
间 以 后 温度 的 分 布 就 变 得 十 分 的 光滑 可 以 证 明 , 当 % = 


o( 忘 ) 时 ,所 得 的 级 数 解 给 出 问题 的 古典 解 . 此 问题 解 的 唯一 性 


和 稳定 性 由 下 述 热传导 方程 的 极 值 原理 立即 可 证 . 热传导 方程 的 


极 值 原理 :车 u(xz, 在 2== {0 志 zX 世 1, 0 碌 t1 志 了 } 上 连续 ,在 
(0 二 x 二 1, 0 二 x 过 T} 上 满足 热传导 方程 2 一 oz2 5 一 0 ， 则 
u(x, !) 在 万 上 的 最 大 最 小 值 一 定 可 以 在 底 边 {i 二 0, 0 过 x 之/ 
或 侧 边 {x 二 0, 0 去; 二 7T) 和 {x 二 /0 过 1 之 T}) 上 达到 . 如 果 
把 x(z, zt) 解释 为 无 热源 且 侧 面 又 无 热 交换 的 杆 的 温度 分 布 ， 极 
值 原理 表明 其 最 高 和 最 低温 度 一 定 可 以 在 初始 温度 或 两 个 端点 的 
温度 达到 . 极 值 原理 的 数学 证 明 也 不 复杂 , 但 均一 律 简略 . 

关于 其 它 边 界 条 件 和 非 齐 次 方程 , 非 齐 次 边界 条 件 下 用 分 离 
变量 法 求 一 维 热传导 方程 的 混合 问题 和 3. 1. 1 目 中 的 处 理 相同 . 


3.1.3 二 维 调和 方程 和 Peisson 方程 的 边 值 问题 


在 前 两 目 讨 论 的 混合 问题 中 ， 有 一 个 自 变 量 视 作 时 间 变 量 ， 
相应 的 提 初 始 条 件 , 余下 的 变量 视 作 空间 变量 ， 相 应 的 提 边 界 条 
件 , 用 分 离 变 量 法 求解 混合 问题 时 ， 分离 变 量 后 微分 方程 的 固有 
值 问题 总 是 关于 空间 变量 的 函数 来 提 的 . 对 于 二 维 调和 方程 的 边 
值 问题 ， 则 需 根据 具体 问题 的 特点 , 适当 的 选取 关于 某 个 自 变量 
的 函数 在 某 种 齐 次 边界 条 件 下 提出 微分 方程 的 固有 值 问 题 . 
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2 二 十 3 3 7》 2 ， 0 COQ 过 工 二 a， 0<<y<D 
问题 一 


oo o 一 0，2| -一 0 
u|,0 = PX), wl, = Yr) 

用 分 离 变量 法 求解 ， 先 求 满足 方程 和 满足 关于 边界 二 0 和 
xz 二 a 的 齐 次 边界 条 件 的 变量 分 离 的 非 零 解 六 Cz)YCy)， 代 入 方 
程 和 齐 次 边界 条 件 , 使 变量 分 离 得 

Y"(y)— AY=0 : (7) 

和 固有 值 问题 
有 7"(zZ) 十 AM 一 0 
X(0) = 0, A(a)=0 


解 固有 值 问题 (8) 得 固有 值 4 一 = (经) ， 对 应 的 固有 函数 是 


(8) 


sin Tz, k= 1, 2,- 

了 

对 于 每 一 个 4 王公 ， 解 方程 (7) 得 

Y(y) = Aich < 十 B,sh 人 
根据 登 加 原理 ， 令 
ul(X, y) = > (hich TE 一 y 十 B,sh Ey )sin < 
根据 另 一 组 边界 y 一 0 和 y 一 5 上 的 边界 条 件 得 
Fe 一 S\ Asin 如 x 


1} 


kx 


yx) 一 > ( Ach® | Bish 20) sin 2 


=] 


由 此 得 


， 天 
A, 一 二 | resin 一 dz 一 @ 
0 


Ach 2 十 有 ,sh 2 一 uh : 
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由 此 可 唯一 地 确定 A 和 B， 从 而 得 出 问题 一 的 解 


ul(X, y) 一 > Pech Ey 十 sh 一 sin 
kt 一 1 sh 2 
显然 ， 如 果 在 此 问题 一 中 , 把 关于 边界 X= 二 0 和 x = 二 a 的 边 
界 条 件 改 为 非 齐 次 , 而 关于 边界 y= 二 0 和 y 一 5b 改 为 齐 次 时 ， 则 问 
题 可 类 似 处 理 ， 从 而 把 全 部 边界 上 的 条 件 改 为 非 齐 次 时 ,根据 县 
加 原理 也 就 可 用 分 离 变量 法 求解 
2 f(r) 0 Lea 0O~y=b 


问题 二 


机 一 0Q， a 一 0 
ul,-o = 0, ul, ,= 0 

这 是非 齐 次 方程 的 边 信 问 题 ， 它 不 能 应 用 初 值 问题 或 混合 问 
题 时 的 齐 次 化 原理 , 但 它 也 可 用 未 知 婧 数 的 代 换 使 方程 齐 次 化 ， 
即 先 求 非 齐 次 方程 的 一 个 特 解 w(x，y) ， 则 令 w(x, y) 一 w(z， 
y) 一 ao(zy y) 则 可 使 方程 齐 次 化 . 在 一 般 情 况 下 总 可 取 


apb 
w(x; y) 一 一 | f(é, DIn Ldédy 
D0 


其 中 + 一 VE 二 2 二 (一 四 5 
处 理 这 种 齐 次 方程 的 另 一 方法 是 把 未 知 渗 数 u(x，y) 和 
f(x，y) 和 定 解 问题 中 其 它 z 的 函数 均 按 固 有 函数 系 


sin x 展开 ， 即 今 


u(rz, y) = u(y)sin < 


Di 


f(r, y) = 2 fily)sin Ty 
代入 方程 和 边界 条 件 可 得 
wr — (EE) wy) = fly) 


Ty 
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ui(0) = 0, u,b) 一 0 

解 此 边 值 间 题 可 确定 w(y) ， 从 而 得 到 问题 二 的 解 . 

(42 一 0 7<a 

| 

其 中 7 二 Vx 十 y*. 此 问题 解 的 积分 表达 式 在 复 变 孙 数 中 
已 得 到 过 ,， 即 一 个 在 较 内 调和 在 财 圆 上 连续 的 函数 可 以 由 它 在 圆 
周 上 的 值 用 泊 松 积分 公式 表示 . 现在 要 用 分 离 变 量 法 得 出 解 的 级 
数 表示 ,也 可 以 重新 得 出 泊 松 积分 公式 . 

在 (x，y) 坐标 下 ,由 于 问题 的 区 域 是 一 个 圆 域 而 非 矩 形 域 ， 
三 个 天 下 和 在 (xz，>) 日 变量 下 用 分 高 变量 法 ,所 以 首先 利用 
极 坐 标 (r,，9) ， 则 问题 变 为 


a 1 9u 9 4 
| 5 二 十 过 用 十 去 寄 =0， Or 过 a,0ROIR 2IT 
u|,-, = f (0) 


把 直 坐 标 下 的 圆 域 变 为 极 坐 标 (xr, 外) 下 的 矩形 域 90 志 7 志 4a, 0 声 
0 人 2 .而 圆 域 中 的 边界 圆周 仅 变 到 矩形 域 中 的 一 侧 边 + = a(0 
0 三 2x) ,而 矩形 域 中 的 两 条 底 边 96= 0 和 8 = 27(0 才 7 牵 a) 
实际 上 对 应 于 图 域 中 的 同一 条 直线 段 ,矩形 域 的 另 一 侧 边 = 
0(00 委 9 委 2x) 实际 上 只 对 应 于 圆 域 中 的 坐标 原点 , 在 原 坐 标 系 下 
原点 是 一 个 正常 的 点 , 而 在 极 坐 标 下 + = 二 0 上 的 点 是 方程 的 奇 点 ， 
这 种 奇 性 的 出 现 完全 是 由 于 坐标 系 的 一 种 特殊 的 选取 的 结果 , 根 
据 上 述 分 析 , 在 矩形 域 的 边界 上 , 除了 非 齐 次 边界 条 件 x|,_。 = 
7(9) 外 ,还 应 该 加 入 下 列 边界 条 件 
lim u(r，0) 存在 或 在 > = 0 附近 w(r, 9) 有 界 ， 


gu 
WI 六 = 2 和 


其 中 称 第 一 个 边界 条 件 为 自然 边界 条 件 ， 后 两 个 条 件 称 为 周期 性 
条 件 , 它 相 当 于 可 以 把 u(r, 9) 光滑 地 延 拓 为 周期 为 2r 的 周期 函 
数 ， 显 然 周 期 性 条 件 也 是 齐 次 边界 条 件 . 


ulr, 0) | ,0 -一 ur, 0) |o. 
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下 面 用 分 离 变 量 法 求解 , 设 R(r)@(9) 为 满足 齐 次 方程 和 周 

期 性 条 件 的 非 零 解 , 代入 方程 和 周期 性 边界 条 件 , 使 变量 分 离 得 

rR"(r) T+ rR (r) — AR(r)=0 (9) 
和 固有 值 问 题 

B00) 十 ADO) = 0 

BP(0) = B27), NM PD' (27) 
解 固 有 值 问题 (10) 得 固有 值 4= 罗 = rw ， 对 应 的 固有 了 肾 数 为 
cosng, sinn0, 7 一 0，1，2，… ， 即 7 二 0 时 对 应 着 一 个 线性 
无 关 的 固有 函数 ,4 二 ,== n(n E€ N) 时 对 应 着 两 个 线性 无 关 的 
固有 中 数 cosn9，sinn9 . 对 于 每 一 个 你 一 入 ， 解 方程 (9) 得 

R, = a, + bolnr 


(10) 


KR,(7) 一 ao 十 六 ， 7 一 1，2，。 


扩 以 清 足 卉 次 方 竹 和 周期 性 边界 条 件 旦 在 六 一 0 附近 保持 有 界 的 
变量 分 离 的 解 族 为 
1, ricosng, rsinnd, n EN 


根据 警 加 水 理 
wr, lb) 一 一 > 十 > (a,.r'cosnb 十 ysinzz0) 
又 由 六 一 G 的 边界 条 件 得 
16) = 2 十 >) ( asa"tosnd + ba'sinnO) 
所 以 


2 
一 二 元 」 fcosnbd9 一 地 一 0 1 2，… 
a XJ 


Zw 
p, = 二 二 上 FO)sinnbd0 一 去 大 Hn 二],， 2 ，。。 
人 放 
0 


u(r,0) 一 fa 十 > | (三 ) Feeosnl 十 (二 ) fsinng | 


从 上 述 分 析 所 得 的 形式 解 中 不 难看 出 ， 当 大 0) 连续 时 , ff 
和 f, 一 臻 有 界 ， 所 以 当 7r 二 a 时, 所 得 级 数 可 以 逐 项 求 导 任意 多 
次 ， 所 以 在 r+ 二 a 时 , u(r, 9) 满足 调和 方程 ， 另 外 还 要 证 明 
ljimz(r，0) 二 f(9) ,显然 如 果 f(9) 仅仅 是 连续 函数 时 , 不 能 直 
接 利 用 交换 极限 与 求 和 的 顺序 来 证 明 ,， 这 是 因为 在 未 点 收 维 的 总 
义 下 ， 一 个 连续 函数 一 般 是 不 能 表 为 Fourier 级 数 的 ,但 是 可 以 
用 另外 的 方式 严格 地 证 明 所 得 级 数 解 也 满足 这 一 边界 条 件 . 从 上 
述 解 的 级 数 表 达 式 中 还 可 以 看 出 , 若 /(0) 分 段 连续 , 在 某 些 点 上 
有 第 一 类 间断 , 当 7 二 a 时 x(r, 9) 仍然 满足 调和 方程 ， 即 边界 值 
的 间断 性 并 不 影响 区 域内 解 的 正则 性 ， 当然 这 时 对 于 定 解 问题 来 
说 所 得 的 级 数 解 只 能 是 广义 解 , 但 对 于 fC9) 的 连续 点 它 仍然 满 
足 边 界 条 件 . 

当 r 过 4a 时 , 把 和 的 积分 表示 代入 wl《r, 9) 的 级 数 表 达 
式 并 交换 积分 与 求 和 的 大 序 可 得 


u(r, 0) 二 7 | fp) 
fi 十 2 > (£) (cosngcosnd 十 sinngsinn) |dp 
一 去 | re 1 十 2 > (£) cosncp— 9) |dy 


ig . wo 
1 ?TiO " 
_ 于 | 7 (1+ 2Re > | | lap 
1 f 
LL dg 
~ 2x | 7 a 十 7 一 2arcos(9— 万 49 


这 样 又 重新 推出 关于 调和 函数 的 Poisson 积分 公式 . 
对 于 圆 域 的 调和 方程 的 第 三 边 值 问题 
AU 一 0 7 二 aq 
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(hu 十 5 ) ”二 了 
其 中 二 0， 根据 分 离 变 量 法 可 和 直接 今 
u(r, 0) 一 十 > (oreosnb 二 br”sinng) 
然后 代入 边界 条 件 , 根据 Fourier 级 数 展 开 可 以 唯一 地 确定 ao， 
a 和 5b, ， 从 而 给 出 问题 的 解 . 
对 于 圆 域 的 调和 方程 的 第 二 边 值 问题 
| Au 一 0，7< 40 


au 一 上 


9 7 | 一。 


这 时 它 有 解 的 必要 充分 条 件 是 
| =0 妈 J /ema0 =o 


此 条 伯 江 时 ， 用 分 高野 可 人 
ulr, 0) = 了 十 > (ar’cosng 十 br"sinng) 


贞 所 边界 灯 件 可 以 叭 -起 确 定 < 和 到 ，a 二 2， . 从 而 得 出 所 


设 问题 带 有 一 任意 常数 项 子 > 的 解 . 


对 于 加 域 泊 松 方程 的 边 什 问题 

AU 一 g7< 0 

| (ou 十 SY ) 

其 处 理 方法 是 类 似 的 ， 即 或 者 先 找 非 齐 次 方程 的 一 个 特 解 ,后 作 

未 知 冰 数 代 换 使 问题 转化 为 调和 方程 的 边 值 问题 . 或 者 在 极 坐标 

下 ,把 相关 函数 作为 8 的 函数 均 按 三 解 函 数 系 {1，cosnb， sinng jz 
的 边 值 问题 ， 继 而 得 出 问题 的 解 . 

从 前 边 的 推导 可 知 , 在 极 坐 标 (~，29) 下 ， 可 得 二 维 调和 方程 
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一 0 


r= 


变量 分 离 的 解 族 : 
{1 rcosn9, rrsinn9) 和 去 cosnb， 去 sinn0| 和 lnr 


其 中 = 1，2，… , 车 回 到 坐标 (z，y)， 第 一 个 解 族 是 z = (z 
十 yi)" 的 实 部 和 虚 部 , 它们 是 x,y 的 齐 次 调和 多 项 式 . 对 于 圆 域 
内 的 边 值 问题 用 第 一 组 解 的 线性 迁 加 来 构造 解 . 对 于 圆 域外 部 区 
域 的 边 值 问 题 ， 通 常 还 要 求 在 无 穷 远 处 解 保持 有 界 ， 这 时 用 第 二 
组 解 和 1 来 构造 解 . 如 果 在 一 个 环 域 < > < 内 来 解 边 值 问题 ， 
则 需要 上 述 全 部 解 的 线性 迭 加 来 构造 解 

根据 复 变 函数 的 理论 ,存在 保 角 变换 使 较 一 般 的 平面 区 域 变 
为 单位 圆 . 所 以 对 于 较 一 般 域 二 维 调和 方程 的 边 值 问题 可 作 自 变 
量 的 变数 代 换 ， 使 此 一 般 域 变 为 单位 圆 ， 而 在 新 的 自 变 量 下 未 知 
函数 仍然 满足 调和 方程 ,所 以 复 变 函 数 的 理论 和 方法 是 解决 二 维 
调和 方程 边 值 问题 的 强大 工具 , 这 方面 有 许多 专门 的 著作 讨论 

调和 方程 边 值 问题 解 的 唯一 性 和 稳定 性 可 用 调和 函数 的 极 值 
原理 推出 .调和 函数 的 极 值 原理 : 若 “(z，y) 在 闭 区 域 亡 上 连续 ， 
在 2 内 调和 ， 则 除了 w(xz, yy) 为 一 个 常数 的 情况 外 , u(x, y) 在 人 0 
上 的 最 大 最 小 值 一 定 只 能 在 9 的 边界 上 达到 ,而且 在 边界 上 达到 
最 大 值 的 点 必 有 了 > 0， 在 边界 上 达到 最 小 值 的 点 必 有 了 < < 0 
, 而 ”是 边界 点 的 外 法 向 . 如 果 把 w(x，y) 解释 为 0 内 无 热源 的 
二 维 的 温度 分 布 , 则 极 值 原理 表明 , 除了 在 页 上 温度 处 处 相同 的 
情况 外 ,最 高 最 低 的 温度 只 能 在 0 的 边界 点 达到 , 而 达到 最 高 温 
度 的 边界 点 处 必然 有 3 > 0， 达 到 最 低温 度 的 边界 点 处 必然 2< 
< 0. 由 此 极 值 原理 立即 可 推出 调和 方程 第 一 边 值 问题 解 的 唯一 
性 和 稳定 性 ， 另外 也 不 难 推出 第 三 边 值 问题 解 的 唯一 性 和 第 二 边 


值 问题 的 解除 了 一 个 常数 项 外 的 唯一 性 . 例如 ,车 w(x，y) 在 边 
界 点 Ne 达到 正 的 最 大 值 , 则 必然 有 u(No) 十 全 >>0. 车 


dg Nv 
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在 边 昼 点 NN; 达到 负 的 最 小 值 ， 则 必然 有 uND) 十 h 区 二 Do 


;其 中 4 >0 ,这 就 可 证 明 第 三 边 值 问题 解 的 唯一 性 . 
“3.1.4 ” 杆 和 板 的 横 振 动 和 板 的 平衡 


在 讨论 均 村 的 弹性 杆 的 横 癌 振动 问题 时 可 得 到 四 阶 侦 微 分 方 
程 


其 中 + 为 时 间 , z 为 杆 的 中 心 轴 的 坐标 , w 为 横向 位 移 ,az 是 杆 的 
物理 参数 ,为 了 完全 确定 杆 的 振动 过 程 还 应 该 提 初 始 条 件 和 边界 
条 件 ， 初 始 条 件 为 

&| -一 GZ) (〈 初 位 移 ) 

23s| ”= y(z) 〈 初 位 移 速 度 ) 
对 于 杆 的 两 个 端点 + 二 0 和 zz 一 /应 根据 具体 的 情况 提 边 界 条 件 ， 
最 基本 的 边界 条 件 有 三 种 ， 


夹 住 症 & 一 0， 5 一 0， 
9 


z 
简 支 端 ”w==0, 2 一 0， 
自由 端 。 2 一 0, 2 一 0， 
如果 讨论 两 端 均 为 简 支 的 情况 ,可 得 混合 问题 
5 2 一 0 0<Z 坟 </ 上 >>0 
u|,-6 一 pr), IH) = yr) 
wo = 3 = 0, xl = | 


用 分 离 变 量 法 求解 , 设 X(zx)TQ) 是 满足 齐 次 方程 和 齐 次 边 
界 条 件 的 非 零 解 ， 代入 方程 和 边界 条 件 , 使 变量 分 离 得 
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La 十 Ch (b 一 0 (11) 


和 固有 值 问题 
XIXT) — AX(T)=0 
从 (0) = X”(0) 一 0， XA(L) 一 XX”"(!) = 


名 国有 值 问题 0 得 国 有 信 4 二 入 二 (所) 对应 的 国术 
XiCz) = sin 字 z, 一 1, 2，… ,对 于 每 一 个 丸 解 方程 (11) 得 


T,(z) 一 Aicosa Vv A wt 十 B,sina Vv A a 
根据 登 加 原理 令 


u(xX, 1) = >》, (Aicos WA ,at 十 Bisin VM A iat) sin Fz 
£1 : 
据 初 始 条 件 得 


(12) 


一 . kx 


< 大 
f(x) 一 2 Bia V Nisin Tz 


从 而 最 终 得 
u(xX, 1) = > (eos V4 jat 二 元 prsina v A zjsin Fz 
其 中 


, z 
一方 | gz)sin © = 一 dz 
如 


= ” [gensin dz 
在 讨论 均匀 的 弹性 板 的 模 振动 问题 时 可 得 到 四 阶 偏 微 分 方程 
+ a = fz, ys) 
其 中 1 为 时 间 , (zx, y) 为 板 的 中 心平 面 区 域 0 的 坐标 , w(x, y, 加 
为 模 向 位 移 ,了 为 外 加 的 力 源 ,全 是 二 维 重 调和 算 子 往 一 2 二 
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314 3 1 本 
2 到 二 十 了 1， 类 似 的 还 应 该 提 初 始 条 件 和 边界 条 件 ， 边 


ai 


9d 


的 边界 条 件 是 = 0,， Ka 5 十 5 癌 一 0， 其 中 天 是 边界 曲线 的 
曲率 , o 是 介质 参数 , 2 为 边界 的 外 法 同 ; 目 由 的 边界 条 件 形式 较 
为 复 末 , 不 再 列 出 . 

如 果 讨 论 平 板 的 平衡 ， 则 位 移 w(x， y) 满足 二 维 重 调和 方程 
Azu 二 0 或 hu 二 f(x, 7y)， 和 再 加 入 边界 条 件 得 边 值 问 题 . 例如 讨 
J 


9 gd 2 
a Qu 
u|,_, = 0,， ji | Ul, 一 0， 本 了 二 
9u 
u | y=-0 二 SICZ)， 9y ,= 82(7), uw|,-s = gs3(7), 2 一 gy(X) 


从 方程 可 以 看 到 ， 若 设 XCzJY(y) 为 齐 次 方 种 满足 齐 次 边 界 条 件 
的 非 零 解 ， 代 入 方程 可 得 
YH) YH Yn YY 4) 
xX “XY TY 
按 一 般 的 分 离 变 量 法 不 能 分 开 成 两 个 常 微分 方程 .但 是 在 此 问题 
中 由 于 下 列 两 固有 值 问题 


-0 (13) 


4) 
| - 。 
(0) 一 人 (0) 一 0,， X() 一 和 (CO 一 1 


区 人 
和 (0) 一 0， ] 一 0 
有 共同 的 特征 函数 Xi;(x) = sin 4 7 一 Zz) 上 二 1,，2,… ， 分别 对 应 的 
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上 _ 
》 


本 有 值 息 ^ 一 所 一 ( 守 ) 和 4 四 (¥) . 所 以 如 果 取 Xx) 
一 Xz), 代入 (3) 得 
Yo0D 一 2 ( 季 ) 9) 十 ( 竺 ) rc) =。 
求解 此 方程 得 
Yi) = Aie P+ Biye t+ Cie® + Diye 


由 们 然 得 出 满足 齐 次 方程 和 齐 次 边界 条 件 的 解放 
XA(T)Y,(y). 


oo A kx 了 | ~ 
“7, y) 一 2 (Me 十 Biye 2 十 Ce 到 十 D, yeT*)sin 人 
一 ] 
又 由 > = 0 和 一 6 时 的 四 个 边界 条 件 可 唯一 的 确定 出 4，B，， 


CD:， 从 而 得 出 问题 的 解 . 


3.2 常 微分 方程 固有 值 问题 


用 分 离 变 量 法 解 定 解 问题 中 心 的 一 环 是 求解 固有 值 问题 ,本 
节 介 绍 一 般 二 阶 线性 常 微分 方程 固有 值 问题 的 基本 理论 ， 它 是 分 


询 全 量 法 的 理论 基础 


3.2.1 Stum-Liouville 固有 值 问题 理论 


用 分 离 变 量 法 解 定 解 问题 常常 需求 解 二 从 种 微分 方程 的 固有 
值 问题 
a2《(T)X” 十 a(T)X' 十 a(r)X 二 AX=0,a<r<b 
| ma) — PX’' (a) = 0, asX(6) — BX' CO) 一 0 
其 中 ai(z), a' s(x) € Cla, 6b], aslt) 守 42 > 0, ao(z) <0, a > 
0，B: 之 0, f 十 记 关 0. 方程 两 端 乘 上 一 个 函数 o(z) >>0, 使 得 
方程 变 为 自 共 示 方程 ,使 上 述 问 题 变 为 等 价 的 下 列 问 题 


li17 


(p(x) EE)— gq X+AM X= 0,a<r<b 
dz dx 


Xa) — PX’ (a) = 0, aXP) HX’' (4)=0 
其 由 有 (ZJ AZ p(X) EC ay 6b|, k(r) 守 ,> 0, g(r) 
之 0. 事实 上 只 要 取 


(1) 


， QI 开放 一 全 2 A) 


p(x) -_-_ | Qo CT) 
则 名 CX) 二 pCx)ay(X), q(x) 二 一 p(x)ao(7Xx) 之 0， 称 固有 值 问 题 
(1) 为 Stum-Liouville 固有 值 问题 ， 把 问题 (1) 写 为 算 子 的 形式 则 
为 


dr 


L[X] = A0(z)X 
其 中 工 一 一 三 (k(z) 夺 ) 十 g(x),X(x) 属于 在 [a, 媚 上 二 阶 连 


续 可 微 且 满 足 (1) 中 所 列 的 齐 次 边界 条 件 的 函数 空间 ， 一般 而 论 
固有 值 允 许 取 复 值 ,相应 的 固 的 函数 可 取 复 值 图 数 , 但 可 证 明 ， 
9- 工 问题 的 固有 值 总 是 实 的 ， 从 而 固有 国 数 也 总 可 取 为 实 值 国 
数 . / 

S- 工 固有 值 问 题 的 理论 给 出 下 列 的 结果 

(i) 问题 C1) 的 固有 值 总 是 实 的 ， 

(i) ”问题 1) 的 固有 值 4 宇 0 ， 且 有 零 固 有 值 的 充 要 条 件 是 
问题 (1) 的 边 价 条件 均 是 第 二 类 边界 条 件 且 9(x) 二 0， 显然 这 时 
4 一 0 对 应 的 回 有 函数 是 1， 

4iii) 不 同 的 加 有 值 所 对 应 的 固有 函数 X,(x) 和 X,(x) 在 
[4a, 5] 上 带 权 c(z) 正 交 ， 即 


| pC) XIX zdr =0 


(iv) 每 一 个 固有 值 均 是 单 重 的 , 即 一 个 固有 值 只 对 应 于 一 
个 线性 无 关 的 固有 函数 . 

(v) 固有 值 一 定 存在 , 而 且 全 部 国有 值 一 定 是 一 个 无 穷 的 
序列 0 一 和 二 辐 二 台所 二 和 权 所 …， 且 太一 十 ce， 若 无 零 固 
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有 值 ， 则 可 取 固 有 值 从 4 开始 . 

(vi) 国有 加 数 系 X,;(zx), 上 二 0, 1,，2,…: 构成 fa,51] 上 有 
权 函 数 o(z) 的 完备 的 正 交 系 , 而 且 若 /(z) < C*[a, 站 ， 且 满足 
问题 (1) 相 同 的 齐 次 边 芥 条 件 时 ,， 则 在 一 致 收敛 的 意义 下 f(x) 有 
下 列 广 义 的 Fourier 级 数 展 开 式 


f(z) = 》 arXi(x) 
此 一 ] 
其 中 


. 
[pr) fn) Xr) da 
a 


|oCn) KICz)dz 


3-L 固有 值 问题 数学 上 属于 一 种 自 共 旨 的 固有 值 问 题 , 在 
维 癌 量 空间 中 目 共 轿 固有 值 问 题 就 是 对 称 矩 阵 4 的 固有 值 问题 
AX = ABX 
其 中 XX 是 维 空间 的 向 量 , 8 是 一 个 正定 对 称 的 加 权 和 矩 阵 . 当 B 
为 单位 抢 阵 时 就 是 通常 的 矩阵 4 的 国有 值 问题 . 把 S-L 固有 值 问 
题 和 对 称 阵 的 固有 值 问 题 加 以 类 比 是 有 益 和 恰当 的 , 尤其 是 它们 
的 固有 值 均 是 实 的 , 它们 的 固有 向 量 系 均 梅 成 加 权 内 积 空间 中 完 
备 的 正 交 系 . 
第 一 节 中 讨论 过 的 较 简 单 的 二 阶 常 微分 方程 固有 值 问题 求解 
的 结果 可 以 作为 S$-L 国有 值 问 题 理论 的 验证 . 对 于 一 般 的 证 明 ， 
前 四 条 的 证 明 较 简单 ,无 需 更 多 的 数学 工具 ， 有 的 和 对 称 和 矩阵 特 
征 值 问 题 的 证 明 相 类 似 . 后 两 条 的 证 明 需 用 到 积分 方程 , 变 分 学 
等 数学 知识 ,， 有 一 套 具 体 地 求 固有 值 和 固有 函数 的 理论 和 方法 ， 
不 多 论述 . 今 证 明 分 别 属 于 两 个 不 同 的 固有 值 丸 和 心 的 固有 活 
数 X.(z) 和 X"(z) 的 带 和 权 正 交 性 ， 事 实 上 ， 因 为 
L(X,) = ip(r)X, 
LX,) = A or, 
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上 列 第 一 式 乘 以 X。; 第 二 式 乘 XX,， 两 式 再 相 碱 后 从 a 到 已 积分 
得 
| CR [Xs] — XL [XD) dz = Oh 一 加) | ec)X.Xodz 
得 


吻 
d dX, dX, 
| | CZ)X, dz ~ 一 k(x) Xn |dz 


声 
= (hh) (pC) XXndz 


所 


由 边界 条 件 得 
| pCX) XXndz 一 0 


例 1 求解 固有 值 问题 
| 灰 7 十 aX' 十 MA 一 0 
X(0) 一 0， AL) 一 0 
不 难看 出 方程 两 边 乘 上 p(x) 一 e ， 则 可 变 为 S$- 世 问题 . 解 
上 述 固 有 值 问题 得 加 有 值 为 


a’ kx\: 
一 守 十 (学 )， k= 1,2, 二 二 地 
对 应 的 固有 消 数 是 


A, (I) -= e- ?7sin Kx k 一 1， 2， 机 


l 
显然 , 它们 构成 [0, /] 上 有 权 函 数 er 完备 的 正 交 系 . 
5- 工 问题 中 , 如 果 区 域 [2, 怠 的 端点 是 方程 的 奇 点 ,但 奇 性 
不 太 高 时 ， 则 S-L 理论 仍然 成 立 , 以 端点 a 加 以 述 明 如 下 , 若 


k(x) = (rt — hlr), qr) = LL, kr), (zx), q(x) € 


x a 


C [a, bk (zr) >0,g(7) 之 0. 这 时 在 S-L 问题 (1 ) 中 端 
点 一 “的 齐 次 边界 来 件 (aX -- Bi 拦 )| ”一 0， 应 该 用 有 界 


工 二 必 
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性 条 件 代替， 即 应 改 为 在 x = a 附近 X(zx) 有 界 , 通常 记 为 
|X(a)| < 二 十 co， 称 这 种 边界 条 件 为 目 然 边界 条 件 , 这 时 5S- 工 理 
论 仍然 成 立 . 

例 2 7Y 阶 Bessell 方程 的 固有 值 问题 


| | ) “x+AiX=0 


dz\™ dz) x 
IX(0)| < 十 co aX(D) + BX' OU)=0 
这 时 端点 工 = 一 0 就 是 上 述 的 奇 点 ,5S-L 理论 仍然 成 立 , 固有 
值 为 0 过 入 过 为 二 … 之 如 过 …， 加 十 oo， 对 应 的 固有 函数 系 
XX,(z) 构成 [0, !] 上 完备 的 带 权 函数 > 的 正 交 系 . 
例 3 Legendre 方程 的 固有 值 问题 


| 有 la-z 和 全]+ 巡 =olzl<l 
和 ( 土 1)1 < 十 oo 


这 时 两 个 端点 z= 一 1 和 xz 二 1 均 是 所 述 的 奇 点 , S 世 理论 仍 


…， 对 应 的 固有 郴 数 系 是 Legendre 多 项 式 系 P,(z) 一 把 
(Z 一 1)", 它 构成 [一 1, 1] 上 完备 的 正 交 系 . 
5- 虐 问题 (1) 还 可 以 推广 到 无 界 区 间 的 情况 ,在 一 定 的 条 件 
下 5S- 工 的 基本 理论 仍 保持 成 立 。 
例 4 Hermite 方程 的 固有 值 问题 
| X"—27X' 二 AX=0, zj <co 
当 z-> 士 ce 时 ，1X(z) | 增加 不 超过 多 项 式 
化 为 自 共 轿 的 形式 为 
| (er + ie*X=0 
当 之 一 士 ce 时， |X(x)| 不 超过 多 项 式 
可 以 证 明 ， 它 的 固有 值 是 4 = 2n, n = 0, 1, 2,…， 对 应 的 固有 
函数 系 是 Hermite 多 项 式 隔 数 系 
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H,(x)= (2x)"— - 


(nO— 1) 
(27) ‘ 


n(n — 1)(n 一 2)(2 一 3) 
十 2 


它 构成 区 间 (一 cc， 十 ce) 上 完备 的 带 有 权 函 数 e-” 的 正 交 系 . 
在 S-L 问题 (1) 中 , 如 果 k(4) 二 (6) 时 , 还 可 以 提 具 有 周期 
性 边界 条 件 的 固有 值 问题 ， 即 


| (k(x) 5 一 g(xX) 久 十 A0(X)XX = 二 0 


(XT) 一 全 


dz 
Xla) = Xb), X' (a) 一 和 (2) 
这 时 一 个 特征 值 可 以 对 应 着 两 个 线性 无 关 的 固有 式 数 , 但 应 用 正 
区 化 手续 ， 也 总 可 以 设 它 们 是 带 权 函数 p(x) 在 ia, 5j] 上 正 交 . 
这 时 固有 值 也 是 一 非 负 单调 增加 趋 于 无 穷 的 序列 ,固有 了 末 数 系 构 
成 La, 5] 上 完备 的 带 权 隐 数 oCx) 的 正 交 系 . 最 简单 的 例子 是 
X" 十 AX=0 
X(0) = X27r), X' (0) = X' (27) 
固有 值 是 = 二 罗 = 二 n,n 二 0, 1, 2，"… ,国有 函数 系 是 三 角 函 数 
系 1, cosnx,， sinnzx. 
在 理论 和 应 用 中 也 销 出 现 S-L 理论 不 再 成 立 的 常 微分 方程 
的 固有 值 问题 , 通常 是 由 于 端点 的 奇 性 太 高 或 者 区 间 无 窃 所 致 ， 
这 时 间 有 值 的 全 体 可 以 是 一 个 区 间 , 或 者 既 有 一 些 离散 的 值 义 取 
一 个 区 间 上 的 值 , 这 些 问 题 已 有 一 些 专门 的 著作 讨论 ， 最 为 简单 
时 是 固有 人 问题 
X”" 十 AX 二 0， IxX| 二 0 
当 工 一 士 ce 时 ,XX(zx) 保持 有 界 
或 者 当 工 ~ 土 ce 时 %(z) 保持 有 界 的 条 件 可 以 放宽 到 它 不 超过 一 
个 多 项 式 的 增长 ， 显然, 这 时 的 固有 值 是 全 体 非 负 实 数 和 A 二 wi ， 
对 应 的 固有 函数 族 是 1，coswzx， sinwzx ， 有 趣 的 是 在 广义 函数 的 
意义 下 , 固有 也 数 系 也 构成 (一 ce，ce) 上 完备 的 正 交 系 而 有 下 
列 公 式 
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CY 人 


| coswzxdx = 2x6 (tw), | sinwzxdx 一 0 

-一 — 
coswixsinwxzdr 一 0 

一 6 


CR 


| coswi zcoswrdz = rw ws,) + Ow, — wi)) 


DO 


| sinwixsinwrdz = xr(0(rtws — wi) — Ow + ww;)) 


其 中 6(w) 表示 脉冲 函数 ， 形式 地 定义 是 当 刀 关 0 时 Cw) = 人 0， 
当 w 二 0 时 6(w) = ce. 在 后 继 的 内 容 中 将 介绍 这 些 公 式 的 意 
义 ， 因 为 在 古典 的 意义 下 上 述 积分 是 无 意义 的 . 


3. 2.2 分 离 变 量 法 求解 两 个 目 变 量 二 阶 线性 偏 微分 
方程 定 解 问题 的 一 般 格式 


应 用 S-L 理论 , 现在 就 可 以 写 出 某 些 用 分 离 变 量 法 求解 某 些 
这 系数 二 阶 线性 方程 定 解 问题 的 一 般 格式 , 不 失 一 般 ， 以 双 曲 型 
方程 的 混合 问题 加 以 讨论 , 它 对 于 抛物 型 方程 的 混合 问题 或 椭圆 
型 方程 的 边 值 问题 也 是 类 似 的. 设 混合 问题 
balt) 3 一 aslz) 十 aa(z) + hh) 3 
十 《aoGCzZ) 十 Blt))u,t>0,0 二 rz! 


9 
u |,_o 一 PCZ) ， 5 时 一 pr) 


二 0 


并 一 ! 


dg 9 
| = 
其 中 b, () 之 2， > 0, a (x) 之 CQ > 0， ao (ZT) < 0. 


用 分 离 变 量 法 求解 ， 设 XCz)T (GO 为 满足 齐 次 方程 和 齐 次 边 
界 条 件 的 非 零 解 ,代入 方程 和 边界 条 件 , 分 离 变 量 得 
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ba DLE — BDT (RD) 一 Do tt 十 At 一 0 (2) 

和 固有 值 问 题 

2z(Z)A7"” 十 ai(Z)AX 十 aoCZ)A 十 AAACZ) 一 0 

aX(0) — BIX' (0) 一 0，oX(D 十 XI (Ll)=0 
根据 -过 理论 , 此 固有 值 问题 的 固有 值 是 0 委 站 雪 必 二 二 和 < 反 
… 一 十 co ， 对 应 的 固有 隔 数 系 X(Cz) 构成 [0, i] 上 完备 的 带 有 
权 晴 数 p(x) 的 正 交 系 ， 其 中 

a 《一 好 2 dz 


op(Z) 一 | Qs (x) 


对 于 每 一 个 == 丸 ， 代 入 方程 (2) 得 解 
1 ,(1) 一 一 Arl lt) 十 Bl ,.(t) 


根据 谷 加 原理 , 令 

ux t) = WAT + BiTalt)) Xz) 
由 初始 条 件 得 。 

Pz) = SATHO) + BTa(0)) Xlz) 


二 ] 


(3) 


yz) = (AT (0) 十 DB 2.C0)) XC) 
k=1 


所 以 
| A.T1.C0) + BiT,(0) = 
AT’' 1.C0) + BT ,C0) = 
其 中 
{ 
| pC pI Xz)dz 
el, 
A EE 
上 
| ecDwcz) 和 Godz 
六 一 一 一 一 
XXX， 
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下 


从 而 可 以 唯一 地 确定 出 A 和 B, ， 从 而 得 到 所 设 混 合 问题 的 解 . 


例 1 求解 
5 一 2 十 了 一， t>0,， 1<zx<e 
Wl, = 0, 一 J(X) 
2 | ,1 一 0， | 一 
设 XCz)7 GD) 满足 齐 次 方程 和 齐 次 边界 条 件 ， 代 入 方程 和 齐 
次 边界 条 件 完成 分 离 变量 手续 得 
4 十 (人 A4 十 1)7 一 0 
和 固有 值 问题 


XK" 十 ZX + AX = 0,， ] x<e 

X(l1) = 0, XA(e)=0 
此 为 Euler 方程 的 固有 值 问题 , 其 固有 值 为 入 二 (kx)*， 对 应 的 
固有 消 数 是 sin (kxlnz) ,= 1，2，…， 它 们 构成 [1, e] 区 间 上 


带 有 权 函 数 二 的 完备 的 正 交 系 ,对 于 每 一 个 4 二 入 ， 解 关于 
T(z) 的 方程 得 
T(t) = 4icos Ar 十 1 十 BisinAA re2 十 1 
根据 叠加 原理 ， 令 
zzZ，t) 一 2 (Aicos kn: 十 1t 


十 B,sin Whir 十 1t)sinCkrinz) 
由 初始 条 件 得 
0= D2, Aisin Ckxlnz) 


==1 


jx) = 3 VRini 十 1BsinCkrlnz) 
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所 以 
| ~y(z)sin (Arlnz)dz 
Bj 二 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
| 3 Sin (krlnz)dz Vx] 
| : 
] 
- 
人 A, = OO 
从 而 得 解 
_ 
u(xX, 1) = 2 /sn ps 十 ltsin (gxlnz) 
例 2 求解 
2 _ so 2 9u) ,~ 
5 一 ai( 3 十 生生 >>00<r<<4 
9u 


ul, ,三 0 

实际 上 ,此 问题 是 在 一 个 半 答 为 b 的 球 上 求解 三 维 波动 方程 
的 混合 问题 转变 而 来 的 , 应 用 球 坐 标 ， 由 于 球面 对 称 性 所 以 得 到 
上 列 两 个 自 变量 的 定 解 问题 ,不 进行 具体 地 求解 就 可 以 从 方程 中 
看 出 ， 虽 然 对 目 变 量 ~ 来 说 ， 一 个 疹 点 了 = 0 是 方程 的 奇 点 ， 但 用 
分 离 变 量 求解 所 得 固有 值 问题 中 , > = 0 属于 奇 性 不 高 的 奇 点 , 在 
”一 0 交加 入 目 然 边界 条 件 , 4- 志 问题 的 理论 仍然 成 立 ， 实际 上 用 
分 离 变 量 法 可 求 得 问题 的 解 


其 中 


gr) sin dy 


说 
| 
Sr 
Se 
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3.3 二 阶 常 微分 方程 解析 理论 


到 现在 为 止 ， 我 们 能 解析 地 求解 二 阶 线性 常 微分 方程 的 固有 
值 问题 不 是 很 多 , 基本 上 只 是 党 系数 方程 的 固有 值 问题 , 或 者 是 
能 作 适 当 的 变数 代 换 化 为 常 系数 方程 的 问题 , 例如 Euler 方程 的 
加 有 值 问题 但 是 数学 物理 问题 中 出 现 许多 变 系 数 二 阶 线性 方程 
的 问题 . 其 方程 的 系数 是 解析 函数 ,通常 是 多 项 式 ， 所 以 本 节 将 
集中 介绍 关于 解析 系数 微分 方程 的 几 个 基本 和 定理， 这 几 个 定理 同 
时 给 出 了 求解 的 方法 . : 

本 韦 要 讨论 的 是 复 晶 变量 zz 的 复 变 函数 y 的 二 阶 方程 

: y" (zx) 十 POz)y (z+) 十 QQCz)yCz) 一 0 
在 某 一 个 复 平 面 的 区 域 中 P(z)，Q(z) 解析 ,或 只 有 有 限 个 孤立 
可 点 ,例如 P(rz), Q(x) 是 多 项 式 或 有 理 函 数 ,， 方程 的 解 y(z) 除 
一 些 孤 立 的 奇 点 外 也 必然 是 解析 的 . 但 是 在 实际 应 用 中 最 终 只 关 
心 复 变 量 z 取 实 轴 上 某 一 区 间 时 的 解 ,而 这 时 P(x), Q(x) 通常 
也 取 实 值 ， 所 以 本 教材 中 仍然 把 复 变 量 记 作 zx， 但 从 基本 概念 和 
基本 理论 上 总 应 视 作 复 变 泪 数 的 微分 方程 来 理解 另 一 方面 也 可 
理解 作 把 实 变量 的 微分 方程 解析 延 拓 为 复 变 量 的 微分 方程 . 


3.3.1 解析 理论 的 几 个 定理 


"(7) 十 已 Cz)y 
定理 一 (Cauchy) 设 (” 和 人 77 十 人 (7 
YXo) 一 wo, 如 (Xo) 一 Ci 


设 PCz),QGz) 在 1z 一 zol 去 尺 内 解析 , 这 时 称 ze 为 方程 的 正则 
点 ， 则 上 述 初 值 问 题 在 |z 一 zol 二 R 内 有 唯一 的 解析 解 
y(X) = Si Q(X 一 xo)” 
显然 ,可 以 由 初始 条 件 和 方程 唯一 地 确定 得 系数 


yD (Cx,) 
712 | 
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所 以 唯一 性 得 证 . 而 进一步 可 以 证 明 所 得 的 生 级 数 的 收 伍 半径 至 
少 是 R， 这样 就 证 明了 定理 一 . 本 和 定理 给 出 了 用 硕 级 数 求解 微分 
方程 的 埋 论 基础 . 在 具体 操作 时 , 可 以 把 PC(z) 和 Q(x) 也 展 成 大 
级 数 ， 代 入 方程 比较 同 次 医 的 系数 可 以 得 出 确定 a, 的 化 推 方程 ， 
由 初始 数据 co，ai 可 以 递 推 地 确定 az 之 2) .从 而 得 出 大 级 数 
解 ， 

推论 在 |x 一 zl 二 R, 方程 十 Plr)y’ 十 Q(z)y= 二 0 
的 基础 解 系 y.(zx)，y,(z) 均 是 解析 函数 . 

定理 二 (Fuchs) 设 


Fr Pr 
y"(Z) 十 Cx 


— Xo) 


( 工 ) Q(z) 
?下 (XC— xo) 


P(x) 和 Q(x) 在 |x 一 zo| 二 RR 内 解 , 这 时 称 zo 为 方程 的 正则 和 奇 
点 ， 则 在 0 二 |z 一 zol 三 R 内 方程 的 基础 解 系 y,(z)，yz(X) 为 


Wx) = (xO— ro) arr — zo0)" 
开 一 时 


yy 一 0 (1) 


yz(Z) = (rx xo)! De — Xo)” 
n=0 
ya CX) = coy rn(r 一 To) (ro ro)! yb dz 一 xo)"” 
其 中 4a, 关 0, 6b, 关 0. 
设 y(X) = 二 (Xz 一 oo Da 一 Xo0)”, ao 元 0 (2) 


P(r) = pir — x0)', Q(z) = Yqgilr — ro) 
i 二 0 i=0 


把 之 代入 方程 比较 系数 可 得 
f oP) ao 二 0 
folP 十 1)a 二 a0f1(4Pp)= 二 0 (3) 


六 (十 ma 十 ai 万 (O 十 4 一 1) 十 十 aoj(Cp) 一 0 之 1 
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其 中 
1o(C0O) = pp— 1)++ ppg 
fi(p) = ppit aq k=1,2,. 
由 于 ao 关 0， 必 有 


(4) 


folp)=0 
称 f,(p) = 0 为 所 设 微分 方程 (1) 关 于 正则 奇 点 zo 的 指标 方程 ， 
由 它 可 以 确定 两 个 根 p1，p,，, 称 p;，p; 为 正则 奇 点 zo 的 指标 数 . 
设 Rep 之 Rep;， 在 所 设 方程 的 解 (2) 式 中 , 首先 取 p = Pi， 
由 于 fol01) = 0, folpi 十 2) 关 0,7 一 1，2,*…， 所 以 对 于 任意 
选 定 的 ae 天 0， 则 可 以 从 赐 推 关系 式 (3) 中 唯一 地 确定 出 a,(n 之 
1)， 从 面 得 方程 的 一 个 解 


yz) = (x ~ xo)"! > (x CO— Xo0)" 


可 以 证 明 ， 所 得 的 大 级 数 在 |x 一 < R 必 收 敛 . 称 上 述 的 展开 
式 为 广义 睡 级 数 展开 式 . 

如 果 pi 一 pz 不 是 整数 或 零 , 则 在 所 设 方程 的 解 (2) 式 中 , 取 p 
二 0; ， 这 时 fo《p,) 二 0, fo(ps 十 nn) 关 0， 所 以 对 于 任意 选 定 的 ao 
隆 0， 义 可 以 得 到 方程 的 男 一 个 解 


yx) = (ro xo) Yaslx 一 Xx0)” 

大 一 阅 

或 者 为 区 别 计 , 把 a 改 记 为 5。， 而 得 
7 ys) = (7 ~— Zr AE 一 Xo)” 

对 二 人 0 


不 难 证 明 ， 这 时 y1 (7X), ya(X) 线性 无 关 ， 它们 构成 微分 方程 (1) 
在 0 二 |z 一 zo| 过 RR 中 的 基 解 系 . : 
如 果 pi 一 Pps = 二， 则 由 于 了 (Pps) = 二 0, f(ps 十 8) = 二 0 ,所 以 
网 推 关 系 式 到 了 第 & 步 ， 则 不 能 进行 , 这 时 可 以 令 ao = ai 一 
al 一 0 六 0 ， 则 任意 取 征 a4 关 0， 又 可 由 递 推 公 式 (3) 唯 一 
地 确定 a,(n 之 ) ， 从 而 得 到 方程 的 一 个 解 
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yo (I) 一 《2Z 一 ro) ,an(zZ 一 To)” 
内 二 必 


如 果 此 解 和 y,(x) 线性 无 关 , 则 y.Czx)，y,(x) 构成 方程 (1) 的 基 
解 系 ， 但 这 时 有 可 能 yx) 和 yi1(x) 线性 相关 ， 则 要 通过 另外 的 
途径 来 求 基 解 组 的 另 一 个 解 wCz)， 例 如 另 一 个 解 可 用 Liouville 
公式 或 参数 变量 法 得 出 ,这 时 此 解 可 以 表 为 

yAT) = covir)in(r Cm rx) (rx To)2 》 bl 一 Xo)" 

定理 三 设 

”十 二 zy 十 Q(X)y 二 0 

其 中 P(X), Q(X) 在 0 达 x 一 zol 二 R 内 解析 , 但 是 zo 是 P(2) 
阶 数 高 于 一 阶 的 极点 ,或 者 zx, 是 Q(x) 阶 数 高 于 2 阶 的 极点 ， 这 
时 称 zo 为 方程 的 非 正则 奇 点 , 则 在 0 过 |z 一 zo| 二 R 内 方程 的 基 
解 组 y1( 廊 )， y2 (xX) 为 


和 


yi(X) 一 (一 zo) Dalr — Zo) 


Ho 习 刁 


yx) = (x ~ X00) > blr — ro) 


于 一 : 一 


或 


yz(zZ) = coy (rn(r om zr) (ro ro) > br— xo) 


而 且 可 以 证 明 , 这 时 上 述 的 洛 朗 级 数 中 一 定 有 无 穷 多 项 负 宕 项 . 
其 具体 确定 这 种 广义 洛 朗 级 数 解 的 过 程 不 再 陈述 . 

例如 ，>” + 十 > 三 0 在 任意 去 心 的 加 0 二 |x| 二 R 内 只 
能 是 广义 洛 朗 级 数 的 解 而 不 能 是 广义 备 级 数 的 解 . 设 


y" (7) 十 二 zy 十 CCz)y 一 0 (5) 

又 设 在 |x| 之 RR 内 P(x), Q(x) 解析 , 即 co 点 为 PC(z)，Q(z) 的 
一 个 孤立 奇 点 ， 作 变数 代 换 z 一 卫 ， 则 方程 (5) 变 为 

y(t) + PY (十 QiGDyGD) 王 0 C6) 


其 中 
] 1 
2t 一 Pl Q! 一 
P(t) = 2 CiL) = | 
车: 一 0 是 方程 (6) 的 正则 点 或 正则 奇 点 或 非 正 则 奇 点 , 则 相应 地 ， 
称 >e 和 十 点 是 方程 (5) 的 正则 点 或 正则 奇 点 或 非 正 则 奇 点 ,对 于 正 
则 奇 点 的 情况 也 相应 地 定义 .oo 远 点 的 指标 数 . 
如 果 在 复 平面 上 (包括 ce 远 点 ) 方 程 只 有 有 限 个 正则 奇 点 而 
无 其 它 奇 点 时 ， 则 称 方程 是 Fuchs 型 ,三 正则 奇 点 的 Fuchs 型 方 
程 又 称 做 Riemann 方程 ， 它 是 较为 重要 的 一 类 . 


“ “3.3.2 超 几何 方程 和 合流 超 几 何方 程 


称 
rl 一 zy 二 (ath Dr)y -aly=0 《7) 
为 超 儿 何方 程 , 此 方程 是 三 正则 奇 点 Fuchs 型 方程 的 典型 代表 ， 
此 方程 有 三 个 正则 奇 点 0,， 1，oc ,相应 的 指标 是 (0, 1 一 7 了), (0， 
“一 2 一 六， 8B). 称 它 的 解 为 超 几 何 函 数 , 按照 Riemann 的 
所 号 ， 把 它 的 解 一 般 地 记 为 
y(X)==PI 0 0 a I 
1—7 7 一 vc 一 8 8 

其 中 第 一 行 表 示 三 正则 奇 点 , 第 二 行 和 第 三 行 表示 对 应 的 指标 
数 ， 如 果 选 取 正 则 奇 点 0 为 解 的 展开 点 , 设 7 不 为 零 或 负 整 数 时 ， 

根据 Fuchs 定理 可 令 方 程 的 一 个 解 为 z 


z XI 人 并) 一 >», Qn , Qo 天 0O， [| < 1 
级 数 的 收敛 半径 至 少 是 1， 先 取 w = 1 时 ， 则 根据 一 般 的 递 推 公 
式 4《3)， 邯 把 级 数 代 入 方程 合并 同 次 害 的 系数 使 其 为 零 , 则 可 得 
方程 (7) 的 一 个 解 


ZJ) 一 1】 
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7" 


, MI 二 1) (CY 十 nC 一 1) 
称 此 级 数 为 超 几 何 级 数 , 记 为 F(a, 8, Y, xz) . 如 果 把 它 解 析 延 
拓 到 整个 复 平 面 ， 则 除 奇 点 1 外 它 均 满足 超 几 何方 程 (7). 
类 似 地 ， 如 果 取 正则 奇 点 x = 0 的 另 一 个 指标 数 1 一 7 求 广 
义 寡 级 数 解 ， 则 可 得 超 几 何方 程 的 另 一 个 解 
yx) = ze 一 7 十 1 8 一 7 十 1 2 一 >，z) 
如 果 a 或 8B 中 有 一 个 是 人 负 整 数 一 nCn== 0, 1,…)， 则 F(a， 
B, 7y，z) 变 为 一 个 次 多 项 式 , 除 此 外 它 一 定 有 无 穷 项 . 当 B=7 
时 F(a, B, 7y，z) = (1 一 x), 当 a, 8,7 取 某 些 特殊 的 值 时 可 
得 到 许多 初等 函数 , 例如 (1, 1, 1，z) 一 二 二 一 成 了 几何 级 数 ， 


+ yt 十] 人 十 一 1 十 1 十 于 一 二 
=] 


rr(l, 1， 2， 六 ) -一 一 nd 一 之 ) ， 


在 许多 实际 应 用 中 , a, BB,Y 为 实数 ， 所 以 当 工 取 实 值 一 1 去 
ZX 之 1 时 , F(a, B, 7Y, z) 也 取 实 值 . 常常 需 讨 论 在 两 个 并 上 后 工 
二 十 1 时, F(a,，pB,，7Y, x) 的 收敛 性 ， 当 a 或 8 取 健 整数 或 0 时， 
F(a,， 8，Y, Zz) 是 多 项 式 ， 当然 对 任何 的 工 均 收敛 . 设 4a， 8，Y 均 
不 是 负 整数 和 零 的 情况 时 ， 可 以 证 明 

YY 一 4 一 和 >0,z 一 十 1 时 ，Fe，0，7，z) 收敛 

7 一 a 一 8 之 0, 二 1 时 , F(a, Bp,7, x) 发 散 

一 1] 之 7 一 a 一 hp 考 0, 工 二 一 1 时 , F(a, Bp,，7Y, x) 收敛 

7 一 a 一 p< 一 1,7z= 二 一 1 时 , f(a, B,7, x) 发 散 

有 关 超 用 何方 程 的 其 它 的 各 种 解 在 许多 教材 中 均 有 详细 的 讨 
论 ， 不 多 论述 ,其 它 的 解 也 均 可 以 通过 超 几 何 级 数 表示 出 来 . 

例 1 /i 阶 Legendre 方程 

(1 C— zx)y" CO— 2ry 十 i 十 ly 二 0 (8) 

它 也 是 具有 三 正则 奇 点 的 Fuchs 型 方程 ,三 正则 奇 点 为 1， 
一 工程 ce 远 扣 ,它们 相应 的 指标 数 是 (0，0)，(0，0) 和 《一 瑟 7/ 
十 .1) ， 根据 Riemann 的 记号 , 方程 (8) 的 解 可 一 般 地 记 为 

132 


1 一 1】 OO 
y(rz)=PI0 0 一 并 
0 0 7 +1 
若 作 变 数 代 换 
| 一 ] 一 人 工 
2 
则 方程 (8) 变 为 超 几 何方 程 


太一 引 2 人 t 十 (1 一 2 十 2 十 1)y 一 0 
此 方程 相当 于 参数 a = 一 (1), B= 二 《十 1), 7 = 1 时 的 超 几 何方 
程 ， 所以 z 
{0 1 % 
00 —l 1 
0 0 i 二] 


yt 一 了 了 


yzZ) 一 PI0 0 一 (! 


0 0 :十 1 

所 以 上 述 的 自 变量 的 代 换 并 不 会 使 奇 点 的 指标 数 发 生 改 变 而 只 是 
改变 了 奇 点 的 位 置 . 所 以 方程 (8) 有 一 个 特 解 
] = x) 
它 相 当 于 在 正则 奇 点 工 = 1 处 展开 且 y1(1) = 1 的 寡 级 数 解 . 要 
此 解 为 一 个 多 项 式 必 须 取 / 一 ?2 一 0，1，…) ， 这 时 
: ll—zx 

7 ) 


为 一 个 宗 次 多 项 式 ， 可 以 证 明 它 和 Legendre 多 项 式 
己 ,(Zz) = 7 Ld 


: "ee。n! dr’ 
只 相差 一 个 常数 因子 C，. 


yx) 一 下 (一 (十 1，1， 


TI( 立 ) -一 站 (一 天， nn 十 1],1， 


(太一 1)” 


1 33 


根据 例 1 中 关于 下 (ae， 8,7y, 广 ) 在 端 z 二 十 1 敛 散 性 的 讨论 ， 
若 /不 取 非 负 整 煞 , 则 当 z= 一 1 时 , F( 一 /1, /十 1,1， ~ 
然 发 散 . 结合 $-L 问题 的 理论 可 得 下 列 结论 :Legendre 方程 回 有 
值 问题 
(1 — rz)y "9ry 二 Ay 二 0, 一 1 二 rz 达 1 


iy( 十 1)| < co 
有 国有 信 4== 二 n(n 十 1)， n= 0,1,2, 对 应 的 固有 图 数 是 
(一 1 天 十 1 |， -5 =) 


它 是 一 个 nn 次 多 项 式 , 它们 构成 [一 1, 1] 上 完备 的 正 交 系 . 
例 9 i/ 队 伴 随 Legendre 方程 


(] 一 xz:)y” 一 2xy 十 (i 十 1 一 


-jy 一 0 (9) 


其 中 避 是 非 负 整数 , m = 0 时 就 是 Legende 方程 , 它 也 是 具 三 下 
则 奇 点 1， 一 J]-，oo 的 Fuchs 型 方程 对 应 的 指标 数 是 


(至 , 二 于 ) (至 , 一至) 和 (一 4, /十 1)， 在 理论 和 应 用 中 又 党 


采用 变数 代 换 使 它 变 为 超 几 何方 程 , 从 而 可 用 超 几 何方 程 的 解 表 
示 方 程 (9) 的 解 . / 

今 y(zZ) 一 (1 一 2)22( 工 ) 
则 得 
(1 ru — 2m Drv 十 (CC 十 1 一 za 十 1))x(z) 一 0 
此 方程 仍然 是 具有 同样 的 正则 奇 点 1， 一 1，% 的 Fuchs 型 方程 ， 
但 1 和 一 1 的 指标 数 减少 了 了， co 和 远 点 的 指标 数 增加 了 m， 即 
这 时 对 应 的 指标 数 为 

(0， 一 Mi)，(0,， 一 Mi 和 (一 ! 人 十 1 i 十 1 十 m) 

再 作 变 数 代 换 


1—zx 
‘2 
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则 正则 奇 点 变 为 0, 1，co 而 相应 的 指标 数 保持 为 (0, 一 mr)，(0， 
一 M9) 和 (一 十 m, lL 十 1 十 mm) ， 这 已 成 为 超 几 何方 程 . 其 参数 
a 二 一 /二 Tm, f=/ 二 1 二 Tm,7=1 二 +m,7?—a—pB=—nm 人 < 
0 ， 所 以 , 当 一 ! 十 六 不 是 负 整 数 或 零 时 ， 


F( 一 2 十 z, 十 如 十 1 ] 十 和， < 


在 z 二 一 1 处 必然 发 散 , 当 一 /十 关 是 负 整数 时 上 式 是 z 的 /一 
m 次 多 项 式 . 综 上 所 述 得 方程 (9) 的 一 个 解 
1——z 


yz) = (1A)F(— Lm, Ltn 二 1, 1 十 m, 一 
而 要 使 上 述 解 之 级 数 因子 在 == 一 1 也 收 合 , 必须 l= n(n==m， 
一 1) ,这 时 严 ( 一 十 和 于 十 而 十 1， 1 十 zo, 二 之 


一 个 nn 一 m 次 多 项 式 . 结合 S- 工 理论 , 可 得 伴随 Legendre 方程 固 
有 值 问题 


d2y dy 7172 
2 ~ 
| (Ir)T 27 + (4 ;jy=0， 1 二 ZX 二 1 


) 


Iy( 士 1)| < ce 
有 闫 有 值 忆 一 2 十 1) (2 一 My 了 十 1，…) ， 它 对 应 的 加 有 上 蚌 
数 是 | 


(1 一 (一 4 十 区 ,十 观 十 1 1 十 入， 一 了) 


2 
其 中 的 下 是 一 个 一 次 多 项 式 
以 上 例子 是 以 超 几 何方 程 为 代表 的 三 正则 奇 点 的 方程 .在 数 
理 方程 中 还 有 一 类 重要 方程 是 以 合流 超 几 何方 程 为 代表 的 二 阶 方 
程 . 
称 


xXy” 十 (7 — xX)y’' 一 ~ 一 0 (10) 
为 二 阶 合 流 超 儿 何方 程 ， 若 设 6= Z 本 ， 则 (10) 可 以 写 为 
oO FI D0 ly 
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而 超 几 何方 程 (7) 可 以 写 为 : 
[SG 十 YY 一 1 一 (6 十 al)(G 十 1y 一 0 

方程 (10) 有 一 个 正则 和 奇 点 0 和 一 个 非 正则 奇 点 ce 远 点 , 正则 奇 
点 0 的 指标 数 是 (0, 1 一 7 了 ). 根据 Fuchs 定理 可 求 它 的 一 个 刊 级 
数 解 ， 它 的 收 合 半径 为 co . 现在 我 们 是 要 把 它 和 超 几 何方 程 联系 
起 来 , 从 而 可 以 用 超 几何 函数 来 表示 它 的 解 

在 超 几 何方 程 (7) 中 , 令 上 一 ， 则 方程 的 奇 点 变 为 0, 6, 
而 对 应 的 指标 数 不 变 ,应 用 Riemann 的 记号 , 解 可 表 为 


OO ] OO 
ys 
Pe 0 0 4 ~ 
pb 
ll—7Y 7 一 aa 一 有 0 
0 8 OO 
=P 0 0 a 并 


1 一 ”YY 一 4 一 有 Bp 
所 们 满足 
1 一 7 十 ac 十 6 


[之 工 一 闻 二 十 0 a 

y 十 [< 下 并 一 1 ]> 一 6 一“ 
如 果 峙 令 一 co ， 则 两 个 正则 奇 点 8 和 ce 合流 ， 上述 方程 退化 
为 合流 超 几 何方 程 (10). 


| p(y — 二 y=0 
这 时 ce 远 点 变 为 合流 超 几 何方 程 的 非 正则 奇 点 ， 而 且 也 可 以 证 
明 


lim F(a, 8, Y, 志 )= F(a, 7, zx) 
也 正 是 合流 超 几 何方 程 的 一 个 解 ， 称 之 为 合流 超 几 何 级 数 ， 不 难 
验证 


F(a, Y, D1+ Ds (Qn 1) 


77(7 TTFn ol 
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而 且 这 时 F(a, 7Y， x) 的 收敛 半径 也 是 co， 实际 上 当 Y 不 是 负 整 
数 和 等 时 ,人 它 正 是 合流 超 几 何方 程 (10) 在 正则 奇 点 0 展开 的 适 级 
数 解 .类似 地 可 得 它 的 另 一 个 解 为 x F(a 一 7 十 1, 2 一 7Y, x).， 
例 3 7Y 阶 Bessell 方程 
2 十 Ty 十 (zz 一 7 )y= 0 (11) 
Zz 二 0 是 它 的 正则 奇 点 ,指标 数 为 (一 ”, 7),， oo 是 它 的 非 正 
则 和 奇 点 . 经 过 适当 的 变量 代 换 也 可 以 把 Bessell 方程 转化 为 合流 
超 几 何方 程 ,下 节 中 将 根据 Fuchs 定理 来 直接 讨论 它 的 解 而 得 到 
各 类 Bessell 也 数 ， 从 而 把 合流 超 几 何方 程 转化 为 Bessell 方程 . 


3.4 ” 茶 些 二 阶 常 微分 方程 的 解 
所 定义 的 特殊 函数 


本 市 将 依据 微分 方程 的 解析 理论 和 固有 值 问 题 的 理论 来 讨论 
某 些 重要 的 二 阶 线性 党 微 分 方程 , 用 它们 的 解 定 义 某 些 特殊 函 
数 , 求解 这 些 方程 的 加 有 值 问 题 ， 为 应 用 分 离 变量 法 求解 更 多 仿 
微分 方程 定 解 问题 作 准 备 . 


3. 4. 1] Bessell 方程 和 Bessell 函数 
(i) Bessell 函数 . 称 
2 yz2 


yr 十 二 yy 十 一 二 一 一 0 
riy" 十 2ZyY 十 (z: 一 7X)y 一 0 (1) 
为 7Y 阶 Bessell 方程 ,在 实际 应 用 中 通常 7 之 0, 而 一 般 讨 论 时 7 
可 以 是 任意 的 复数 . 为 简 计 , 设 7 宇 0 ,显然 z == 0 是 方程 的 一 个 
正则 奇 点 ， 而 且 除 了 ce 远 点 外 无 其 它 的 奇 点 ,根据 Fuchs 定理 可 
令 
y(Xx) 一 ze Qs ao 天 0 
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代入 方程 比较 系数 可 得 
(0 一 入)ao 一 0 
((1 二 6) 一 7Y)al = 二 0 
((2 十 0 一 六)as 十 ao 一 0 (2) 


(n+ 0)2 CO— Ya 二 a y= 0,n=2,3, 


由 指标 方程 8: 一 7? = 二 0，, 可 以 得 到 z= 0 点 的 两 个 指标 数 (7Y, 一 
7Y) ， 即 指标 方程 的 两 个 根 pl 二 7, Ps 二 一 

首先 取 2 = pi 二 7 了 7， 则 可 以 由 递 推 公 式 (2) 确 定 得 

dz#—1 三 0 


Uo 
22*p1Ck 十 YCk 二 7 一 1)*…(Y 十 1) 


aol' (1 十 7) 
2 十 1)1T(&k 十 7 十 1) 


如 末 选 ao = 六 FT ， 则 得 方程 人 1) 的 一 个 解 


XxX\ i ， 1 2 
"0 (CD ret7rol() 
称 此 也 数 为 7 阶 Bessell 函数 , Jy(z) 中 只 级 数 部 分 的 收 钱 半径 为 


如 果 pi 一 2: 二 27 不 是 整数 ， 则 选 p = 2 = 二 一 7 了 类似 地 可 以 
得 方程 (1) 的 另 一 个 解 
XY oe ; 1 zr” 
yx) = JrCz) = (3) DDT yr (三 
称 之 为 一 7 阶 了 Bessell 函数 ,显然 这 时 yi(z) 在 原点 邻近 有 界 ， 
2 在 原 点 邻近 无 界 ， 所 以 yi(XT), yy:(xI) 名作 元 和 JJ)， 
Pi Pz 27 2m 十 1 为 一 个 正 奇 数 时 ， 名 ’ 为 半 整 数 
m 十 二 > 时 ， 可 以 仍 设 
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4 一 《一 ] 1 )* 


一 《一 1)" 上 二 1， 2，3，… 


yx) 一 Z Yar (ao 天 0) 


i 二 0 
= .. -1 1 
并 设 cz- = 0，( = 1，2，…)，a 一 天 7 FF 一方 ， 则 得 
ys(X) 一 J_y(X) = J (mti) (ZT) / 


ya 1 


[也 2 一 1) TR 一 7 二 5(Z) 
这 时 Jy(x) 和 J_y《x) 也 构成 方程 (1) 的 基础 解 系 ， 称 之 为 半 整 阶 
的 Bessell 函数 ,可 以 证 明 半 整 阶 Bessell 臣 数 是 初等 芳 效 ， 例 如 


不 难 验 证 
Ti 一 /2 SIn 父 
人 TV 


2 COST 
"Yr / 


如 果 一 pi 二 27 = 2n (xn 二 0, 1，…)， 即 7 为 整数 时 ,为 
了 按 递 推 公式 人 2) 确定 方程 (1) 的 另 一 个 解 ， 奉 设 w = as 一 … = 
(— 1)” / 


yx(D= (3) DD apa rr?) 


dz = 0 don 一 


四 了 DT 

后 一 个 等 式 是 由 于 当世 nn 一 1 时 一 n 十 1 为 负 整 数 是 TCz) 的 
极点 ,所 以 认为 ej 一 二 一 0， 也 记 上 述 yo(z) 为 J_。(x) ， 
即 一 除 Bessell 了 数 , 但 由 于 7 为 整数 


J _.(《X) = (3#) "He ] ) 


一 人 (到 


， ] ES 
kiT(k—n+1)\2 
加 i ] z 2(n 十 站 
> 人) Cl 
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-一 D( 引 于 人 DG 人 (于 

= (— 1)"J, (7) 
也 就 是 说 所 得 的 第 二 个 解 7-.《zx) 和 第 一 个 解 J.(zx) 线性 相关 ， 
必须 另外 设法 找 方程 的 和 J,(zx) 线性 无 关 的 第 二 个 解 yy(Cz)， 通 
第 这 时 可 采用 Liouvill 公式 或 参数 变易 法 来 求 出 y, (Xz). 

当 Y 不 是 整数 时 , 显然 

Jr(r)cos7yrx 一 J _y(z) 

SIN7Y A 
也 是 7 阶 Bessell 方程 的 解 ， 称 之 为 7 阶 第 二 类 Bessell 函数 ， 又 
称 为 7Y 阶 Neumann 函数 , 且 Jy(x) 和 Ny(z) 构成 方程 (1) 的 基 解 
组 . 在 xz 二 0 邻近 和 N,(zx) 是 无 界 函 数 ,， 但 当 7 为 整数 nn 时 ,上述 
汞 数 变 成 了 一 个 未 定式 , 可 以 证 明 当 7Y 趋 于 mn 时 上 述 未 定式 的 极 
限 存 在 ， 且 仍 记 之 为 N.C(x) ， 即 


9 J lz) 9 -ua) 
2 1) ) 


N(x) = 


N,(r) = limNy(z) 一 =( 


Nn 


1 Jo(z) 


\ 1 \ A _ ~ 


rp : 
TE 


] 
图 3.2 
且 还 可 以 证 明 N,(Cz) 和 J,《z) 构成 nn 阶 Bessell 方程 的 基 解 组 ， 
N.(ZX) 在 z= 二 0 邻近 无 界 ， 也 称 它 为 4 阶 第 二 类 Bessell 因数 . 所 


以 在 一 般 情 沉 下 Jy(rx)，Ny(zx) 构成 了 7 阶 Bessell 方程 的 基 解 
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组 . 

Jr(z)，Nr(z) 的 许多 性 质 有 专门 的 著作 加 以 讨论 , 也 有 专门 
的 项 数 表 ,在 实际 应 用 时 可 以 查阅 例如 ， 当 zz 取 在 区 间 (0, 十 
co) 时, 它们 具有 详 减 振荡 的 特性 ， 其 振荡 性 和 正弦 函数 和 余弦 
质数 有 一 定 的 相似 , 图 3. 2 和 图 3. 3 给 出 了 yoGCz)，No(Cz) 和 
jz)，NiCz) 的 图 形 . 

有 时 为 了 某 种 方便 , 还 可 引入 第 三 类 Bessell 函数 ， 义 称 为 7 
险 Hankel 函数 ,其 定义 为 

Hy (x) = Jy(x) + iNy (7) 
Hy (zr) = Jy(x) — iNy(z) 
它们 也 构成 7 阶 Bessell 方程 的 基 解 组 . 


0.5 
No (x) Xx” 下 、 
|. 
0 A、 
0 
ol i 5 \6 87” 9 10 下 
i \、 | .7 
An 
一 0.5 | 
/ 
| . 
一 ] | 
z | 
图 3.3 
(ii) 虚 变量 Besseli 函数 . 称 
Xxy 十 Xxy 十 (一 下 一 说 )y 一 0 (3) 


为 7 阶 虚 变 量 Bessell 方程 , 为 简单 计 , 设 7Y 之 0. 
作 变 数 代 换 t = izx ， 则 方程 变 为 7 阶 Bessell 方程 
tf2y"” + ty' (i) 二 + (7)y()=0 
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所 以 立即 可 得 7Y 阶 虚 变量 Bessell 方程 的 解 
Jiz) yz Nylr), Hy Grx), Hy (ix) 


但 由 于 


yiz) 二 让 (于 下 六 二 
yy o0 


2 
in = (F) Drerrs(i) 
所 以 取 


mn-(F) Dretrro(F) 


[n= (3) Dira-yro(¥) 

分 别称 它们 为 7Y 阶 和 一 7 了 阶 虚 变 量 Bessell 函数 , 当 工 取 实 数 时 
它们 仍 取 实 值 , 它们 是 7 阶 虚 变量 Bessell 方程 的 解 . 

当 7 不 是 整数 时 , Ty(z),， I_;(x) 为 方程 (3) 的 基 解 组 , 在 原 
点 邻近 Iy(x) 有 界 , I_y(x) 无 界 . 

当 7Y 二 为 整数 时 , I_,(x) 二 71,(z)， 用 下 述 参 数 变 易 法 求 基 
解 组 的 另 一 个 解 ， 当 7 不 为 整数 时 ， 设 
Tl_y(r) — Ly (x)) 


2s1n7 XA 


它 和 D(x) 构成 方程 (3) 的 基 解 组 , 称 之 为 上 阶 第 二 类 虚 变 量 
Bessell 困 数 . 在 z= 二 0 邻近, 它 也 是 无 界 的 , 当 7Y? 趋 于 整数 时 ， 
上 式 变 成 了 未 定式 , 可 证 它 的 极限 仍 存 在 ， 仍 记 为 KK,(《x) ， 即 


K(x) = limKy(z) 一 《一 二 > (2 2 De)) 


目 也 可 证 明 它 也 是 二 阶 虚 变量 Bessell 方程 的 解 , 在 x = 0 邻近 无 
界 , 17.Cz), 天 ,(z) 构成 了 方程 (3) 的 基 解 组 , 当 二 取 实 数 (0，cc) 
时 , 1y(z),，I_y(zx)， Ky(zx) 没有 振荡 性 , 没有 零点 ， 这 和 双 曲 正 
落 和 双 曲 余 粥 图 数 相 似 , 例如 - 
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天) 并) = 一 


=n 


li1(x) 一 / 人 shz，7Z_ (xz) 一 /2 chz 
2 Ax 2 VY 区 


图 3.4 和 图 3. 5 表示 To0(x),， T(x) 和 天 zz) 天 (zz) 的 图 形 . 
(iii) 可 化 为 Bessell 方程 的 基 类 方程 . 
有 的 方程 经 过 一 定 简 单 的 变量 代 换 可 化 为 Bessell 方程 或 虚 
杰 量 Bessell 方程 . 
例 1 xy” 十 xy 十 ( 土 wri 一 7Y)y 二 0 
作 变 换 wz = + ， 则 得 
ty" 十 ty' (tf) 十 ( 土 # 一 7 )y= 二 0 
所 以 可 立即 写 出 原 方程 的 通 解 
YXZ) = cwr) 十 cr Ny wr) 
友 z 
y(X) = cwr) cr,KyCwr) 


图 3.4 图 3.5 
例 2 安 风 十 azy 十 (bz 一 XJ)y 一 0 
1 时 就 是 例 1 的 情况 ， 当 4a 二 1,s 关 0,2 时 可 作 代 
换 t 二 zx? ， 则 得 
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5 
这 又 是 例 1 的 情况 . 当 a 关 1 时 , 则 可 先 作 代 换 y(x) 一 zx 了 uCz) 
, 则 得 
Xu (xX) 十 zt) 十 (bx: 一 (2 
然后 再 作 自 变量 的 代 换 t 二 x? ， 则 得 
fur Ct) + tu 0) + (be) — (< (下 ): +7))ju=0 
这 又 是 例 1 时 的 情况 . z 


例 3 /! 阶 球 Bessell 方程 
Ty” 十 2Xy' 十 (xX 一 十 1))y= 二 0 


fy + ty + (BER (SE) )y=0 


)*—7)u=0 


作 代 换 
: 1 
u(x) 
W/E 


x 


y(Z) = 
则 得 
/ zur 十 zw 十 (zx? 一 ( 亏 十 D*)u=0 
所 以 原 方程 有 两 个 线性 无 关 的 解 


， x 1] i 工 
(TX) = /~ J ， N= /一 Nl 
Ji(x) /Em 译 尖 } (x) 
称 (zx) 和 n(x) 为 1 阶 球 Bessell 函数 ,如 果 ! 取 整数 时 , 它们 均 
为 初等 函数 .例如 
SINnz COSZ 


70( 工 ) 一 人 no(X) 一 一 


(iv) ”Bessell 方程 的 固有 值 问 题 . 
XY 十 XYy 十 (Ax: 一 7)y= 二 0, 0 之 TX 二 a 
1y(0)| 二 co，(ay 十 By )1-。 一 0 
为 了 阶 Bessell 方程 的 固有 值 问题 ， 其 中 «a, 8 为 两 非 负 常数 且 不 
全 为 零 . 或 者 可 化 为 利 共 谣 的 S 一 工 何 题 
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(4) 


| 二 (= 喷 ) 一 到 十 hzy 一。 
|y(0)| < cey，ay(a) 十 By Ca) 一 0 

当 7Y> 0 或 者 当 7 = 0 而 端点 xz 二 a 为 第 一 边界 或 第 三 边界 
条 件 时 , 根据 S-L 理论 , 可 邻 4 = 吧 (w> 盖 0)， 这 时 方程 在 z = 
0 邻近 保持 有 界 的 非 零 解 是 cJy(wzx),c 关 0. 根据 zx == a 端点 的 
边界 条 件 得 

aJy(wa) 十 wpy1 ywa) 一 0 
此 为 关于 ww 的 方程 , 它 的 全 部 正 实 根 是 一 个 无 穷 的 序列 
0 之 区 之 wi WW 十 00 

所 以 得 问题 (4) 的 固有 值 为 丸 = wi， 对 应 的 固有 区 数 为 
Jy(wz) ， 此 固有 了 录 数 系 构 成 [0, aj」j 上 完备 的 带 权 洱 数 工 的 正 交 
系 , 对 于 第 一 边 值 问题 时 , 即 y(a) = 0, Jy(wza) 二 0 时 得 


| Jy Cwr) | ?= jsonaz 一 Sy (wa) 


对 于 第 二 边界 条 件 时 , 即 y' (x) = 0, Jy(wra) 二 0 ,可 得 
7? 
| Cwz) ?= 二 3(e 一 ma) Ceoea) 
对 于 第 三 边界 条 件 时 ， 即 hy(a) 十 y' (a) 一 0，hJy(wxa) 十 
Wwid 7 (wia) 二 0， 可 得 


1 7 ah’ 
wan) = +) (ua) 


当 7Y 二 0 ,而 端点 x 二 a 为 第 二 边界 条 件 时 , 则 显然 还 应 有 
零 特征 值 == 0 ， 对 应 的 固有 函数 为 1, 这 时 固有 函数 系 : 

(1, Jolrwsz) lk = 1, 2,0)}, owia) = 0, wi>0 
构成 [0, cj 上 完备 的 带 权 xz 的 正 交 系 . 

其 它 某 些 方程 的 固有 值 问 题 也 可 以 化 为 Bessell 方程 的 固有 
值 问题 , 最 简单 的 是 / 阶 球 Bessell 方程 的 固有 值 问题 
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xy 十 2zy 十 (一 2 二 1))y 一 0 


(4) 
Iy(0)| < ceo，y(a) 一 0 
其 中 7 宇 0，, 今 y(z) = -一 - 则 可 化 为 人 十 二 ) 阶 Bessell 方程 
4/ 一 2 


的 固有 值 问题 ， 可 知人 它 的 固有 值 二 wr， 其 中 COE 是 Jir1 (wia) 
二 0 的 贺 个 正 根 ， 对 应 的 固有 了 晴 数 是 球 Bessell 函数 


z 、 x 1 
TCR 二 二 /3 i (vot) 忆 二 一 1， 2， 昌 重音 
2 AAA 7 ? 


此 函数 系 构 成 [o, a] 上 完备 的 带 权 函数 之 的 正 交 系 . 如 果 / = 0 
， 风 


k . . 上 
TU 一 6 ，71(zA) 一 一 sin 一 


3.4.2 Legendre 方程 和 Legendre 函数 


(1) Legender 也 数 . 称 
(1 一 XY )y” 一 2xry’' 十 上 0 十 1)y 一 0 (5 ) 
为 1 阶 Legendre 方程 . 显然 二 一 士 1 为 方程 (1) 的 两 个 正则 奇 点 ， 
cc 还 凡 也 是 方程 的 一 个 正则 奇 点 , 在 常 微分 方程 的 解析 理论 的 节 
日 中 已 讨论 过 此 方程 . 在 实际 应 用 中 关 0， 要 在 (一 1，1) 内 求 
解 方程 ， 所 以 为 简单 计 ,， 总 设 ! 人 0. 根据 Cauchy 定理 , 在 正则 
点 工 三 0 展开 来 求 方程 在 |x| 二 1 内 的 解 ， 即今 


人 AD) = > dr 
py 


“其 中 a 和 a 可 以 任意 取 定 , 相当 于 取 定 初 值 y(0) = ao 和 y' (0) 
二 qi， 则 可 唯一 地 确定 ai(* 之 2)， 代 入 方程 比较 同 次 寡 的 系数 
可 得 递 推 公式 

AR 一 ja 十 (UL 二 1 一代 一 2)( 一 1))a yy 一 0,& 2? 
从 此 递 推 公式 可 知 ， 奇 次 宕 的 系数 由 a; 唯一 确定 ， 偶 次 寡 的 系数 
由 <。 唯一 确定 . 

146 


若 取 ao 一 1, aa 一 0， 则 可 唯一 得 到 方程 (1) 的 一 个 解 ， 
yi(X) 一 BD 
厂 取 Qao 二 0,Q1 = 二 1， 又 唯一 地 得 方程 的 另 一 个 解 


y2 (XT) 一 > drs_1T 
P| 


显然 y,(x) 和 ys(x) 构成 方程 (1) 的 基 解 组 , 上述 两 个 级 数 在 
zj<1 内 收敛 ,常常 需 进 - 一 步 讨 论 上 述 两 个 解 在 端点 z=1 和 > 
= 一 1 附近 的 有 界 性 . 根据 系数 的 递 推 公 式 不 难看 出 ， 当 /为 一 
整数 n _ 时， 如 了 果 /为 偶数 ， 则 yj(x) 是 一 次 多 项 式 ， ys(Xx) 仍 是 
一 个 具有 无 穷 项 的 级 数 ; 如 果 nn 为 奇数 ， 则 y,(zx) 是 一 个 nn 次 多 
项 式 , yi(x) 仍然 是 具有 无 穷 多 项 的 级 数 . 而 /不 是 整数 时 ， 则 
yi1(X) 和 y%(z) 均 为 具有 无 穷 项 的 无 穷 级 数 , 用 较 精 细 的 判别 法 
可 知 , 除了 当 7 为 整数 时 的 多 项 式 解 外 , 其 它 任 何 上 述 具 无 穷 项 
的 级 数 解 在 x = 二 1 和 z= 一 1 邻近 都 是 无 界 的 , 在 这 两 个 端点 无 
穷 级 数 是 发 散 的 ， 这 个 事实 使 得 可 以 解决 Legendre 方程 的 固有 
值 问题 . 当 /二 n(x = 0, 1，2，…) 时 , 所 述 的 多 项 式 解除 了 相差 
一 个 第 数 因 子 外 可 以 统一 弛 表 为 


P(z) = 7 (1) 


.nl dr’ 
称 此 次 多 项 式 为 n 阶 Legendre 多 项 式 , 又 称 为 第 一 类 nn 阶 Leg- 
“endre 函数 , 它 是 nn 阶 Legendre 方程 在 |zx| 委 ]1 上 的 有 界 解 ， 而 
此 上 述 稀 明 的 公式 又 称 为 Rodrigues 公式 ,人 它 给 Legendre 多 项 式 
的 研究 带 来 了 方便 ， 例如 从 此 公式 和 应 用 分 部 积分 可 知 ， 
当 m 为 小 于 2 的 非 负 整数 时 


| z"P, Cx)dz 一 0 
一 上 
PP, (x), nO 二 0, 1 构成 | 一 1， ] | 上 上 完备 的 正 区 系 ， 月 


| Pp; (ZJ)dz = 一 一 -一 
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前 几 阶 Legendre 多 项 式 为 
PCz) =1, P(x) = x, P(x) = 3 (37: —1]) 


当 ! 一 寺 时 ,， 除 PCz) 外 ,n 阶 Legndre 方程 基 解 组 的 用 一 
解 可 以 是 上 述 星 级 数 解 中 男 一 个 具有 无 穷 项 的 右 级 数 解 , 或 者 也 
可 以 利用 Liouvill 公式 把 另 一 个 解 表示 出 来 ， 邑 


Q(x) = “I _ 1 .gx 


P,’ (x) 
2n — Ak— 3 
FP,(z)ln 7 -i 一 2 不 十 1 
其 中 
F， 7 为 偶数 
n+l 
一 9 » n 为 奇数 
特别 
Q(z) = FIn 1 
Q(X) = In 3 过 一 ] 
并 


称 Q(X) 为 第 二 类 nn 阶 Legendre 函数 , 它 在 + 二 1 和 x 二 一 1 邻 
近 均 是 无 界 的 ，P,(z)，Q,(Zz) 构成 nn 阶 Legendre 方程 的 基 解 组 . 
对 于 一 般 的 2L 衬 0) 阶 Legendre 方程 ,也 可 类 似 的 定义 第 一 类 和 
第 二 类 勒 让 德 函 数 已 (z) 和 Q(x)， 它们 是 ! 阶 Legendre 方程 的 
基 解 组 . 
(ii) Legendre 方程 的 固有 值 问题 . 

(1 — zx)y”"— 2ry 十 Ay 二 0, |z| 三 1 

y( 士 了) 二 oo 
为 Legendre 方程 的 固有 值 问题 , 根据 $S-L 理论 和 小 利 G) 中 的 讨 
论 可 知 , 4 二 n(n 十 1) (n= 二 0, 1,2,…) 为 固有 值 , 对 应 的 固有 

148 / 


函数 为 P,Cz)， 它 们 构成 1 一 1， 1 上 完备 的 正 区 系 ， 
(iii) 可 化 为 Legendre 方程 的 某 些 方程 ， 


和 他 3 z 


op ,te 
> 十 cthé 4+ Dy=0 


9 > | thé ¥ — /CC 十 1)y=0 


分 别 作 代 换 + = cos9, sin0g,， ché, ishé ， 上 述 方程 均 化 为 ! 阶 Leg- 
endre 方程 : / 
qd df 


(1 一 x:) ) 4 27 f=0 


站 


3. 4. 3 伴随 Legendre 方程 和 伴随 Legendre 函数 
(Gi) 伴随 Legendre 函数 称 z 
(1 一 六 — 2xYy! + (710+ — 3)y=—0 (6) 


为 ! 阶 伴随 Legendre 方程 ,其 中 x 为 非 负 整数 ,在 微分 方程 解析 . 
理论 的 节目 中 已 讨论 过 此 方程 , 最 然 类 似 于 i 阶 Legendre 方程 的 
讨论 , 可 以 在 正则 点 0 展开 来 求 在 1z| 二 1 内 的 攻 级 数 解 . 但 本 
目 将 采用 变数 代 换 等 技巧 来 建立 它 和 Legendre 方程 的 联系 ， 从 
而 建立 它 的 解 . 为 简单 计 仍 设 ! 之 0. 

令 yz) = (1 一 zyue(z) ， 则 
(1 — xu 一 2(02 十 1)zz 十 (CC 十 1) 一 Ma 人 (2 十 1)) 一 0 

(7) 
另 一 方面 若 v(x) 满足 ! 阶 Legendre 方程 
(1 一 YX)v"” 一 2Xv' 十 je 十 1)v= 二 0 


两 边 求 m 次 导数 ， 则 不 难 验证 函数 9 二 也 满足 方程 (7)， 所 以 方 
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程 (6) 的 通 解 是 


yx) 一 cl(1 — xi) d” d” 


Jr t (Te) 十 《1 一 z2)7? I 


Q(zr) 
记 
mm 2N 大 d” 
Pr(rx) = (1 — x)? Ir) 
ya 


Qr(z) = (1 — zx)2 Q(z) 
村 


分 别称 之 为 2 阶 伴 随 第 一 类 和 第 二 类 Legendre 函数 ， 当 ! 不 是 整 
数 时 ,它们 构成 7 阶 伴随 Legendre 方程 (6) 的 基 解 组 . 它们 均 在 
(一 1, 1) 内 无 界 . 当 ! = 为 整数 时 , 则 Qz(Cz) 在 (一 1, 1) 仍然 
无 寞 ; 而 P*(X)， 当 nn 之 m 时 为 在 |L 一 1,1] 有 和 界 解 , 当 n 二 mm 
时 , 则 Px(x) 圭 0 ,这 时 无 在 [一 1, 1] 上 非 零 有 界 解 . 据 此 就 解 
决 下 小 目 中 伴随 Legendre 方程 的 固有 值 问题 . 

(ii) 伴随 Legendre 方程 的 固有 值 问 题 . 


2 
| (] CO— xX)y” — 27xy' 十 (一 i)y 一 0，|z| 三 1 


/ 1 
[1y( 士 1)| < co 
为 伴随 Legendre 方程 的 固有 值 问题 , 根据 上 小 目 (i) 的 分 析 和 
S- 工 理论 可 知 , 它 的 固有 值 是 入 二 nr 十 1),n 二 ,Mm 十 1 …… 
， 对 应 的 固有 洱 数 是 


Pr(r) = (1 — zx)? TP,(z) 一 
t 


它们 构成 上 一 1，1] 上 完备 的 正 交 系 . 
根据 上 述 P*(z) 的 表达 式 可 得 


(1 _ 六 2 四 ?十 严 


2 A 
2 nl dr 1) 


1 
N2, 一 | (P™(z)) dz 
一 】 


1 


| (1 一 zx?) 叫 


,1 中 
(22。72 1 J 


dz 


十 后 < 
rk 一 1)"| dz 
) z 
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本 | C (并 ) CC (2 — 1)"dz 
(2 » nt!y)? J dr"t” | 


其 中 

四 ”十 好 ， 
dz 
G(xz) 是 一 ?十 姑 次 多 项 式 , 且 以 土 1 为 它 的 x 重 根 , 分 部 积分 
(2 十 玉 ) 次 可 得 


G(x) 一 (1 一 并 5 — 1)” 


AN 一 人 jc -一 1)” 全 < G(r)dz 


2 Ga 十 7) \ 
2n 27 十 1 1 (no 7)1! 
和 Legendre 方程 类 似 ， 有 的 方程 经 过 一 定 的 变换 代 换 可 变 为 们 
随 Legendre 方程 , 例如 ,国有 值 问 题 


2 
Ectg0 G+ (4— 2) = 0,0<0<x 


dZ dg sin’0 
|1900) | << ce，| 昌 (rr) | < 
若 作 代 换 z = cos9， 则 得 伴随 Legendre 方程 的 固有 值 问题 


d’© 4 - m’ 


1@( 士 < < co 
所 以 原 问 题 的 固有 值 是 = n(n 十 1)， 对 应 的 固有 函数 是 
Pr(cos0), n=m, mi 1 ，… 
它们 构成 [0,，xj」] 上 完备 的 带 权 函数 sin8 的 正 交 系 , 定义 在 [上 0， 
zj 上 的 函数 1(0) 可 按 此 图 数 系 展 成 广义 的 Fourier 级 数 . 


:3.4.4 ”其 它 一 些 方程 的 解 和 固有 值 问题 , 正 交 多 项 式 
数学 物理 中 还 会 出 现 一 些 变 系数 的 二 阶 线性 常 微分 方程 和 这 


些 方程 的 固有 值 问 题 ， 求解 这 些 方程 常常 需 用 微分 方程 的 解析 理 
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论 和 5- 工 固有 值 问 题 理论 ， 有 些 方 程 的 固有 滑 数 系 和 某 些 和 完备 的 
带 权 正 交 的 多 项 式 系 紧密 相连 . 所 以 我 们 可 从 另 一 个 角度 来 建立 
某 些 方 程 的 固有 值 问题 ,同时 也 就 说 明了 固有 郑 数 系 的 完备 性 . 
也 就 是 说 ， 先 人 为 地 建立 某 一 完备 的 带 某 权 函 数 p(x) 的 在 La， 
b] 上 的 正 交 多 项 式 系 ,再 研究 它们 所 满足 的 二 阶 线性 党 微分 方 
程 ， 根据 $- 工 理论 就 可 求 出 相应 方程 的 固有 值 问 题 的 固有 值 和 图 
有 困 数 . 

1], TX, Xs Te (8) 
是 一 个 最 基本 的 多 项 式 系 , 它 对 于 任意 一 个 区 间 来 说 是 完备 的 ， 
如 果 给 定 一 个 区 间 La, 5 , 适当 地 给 定 一 个 权 吗 数 p(x) ,把 上 
述 最 基本 的 多 项 式 系 采用 带 权 正 交 的 正 交 化 程序 可 得 一 个 多 项 式 
系 

| or), iT) MT) 

其 中 Q(x) 是 一 个 次 多 项 式 ,， 显然 它们 构成 La, 5] 上 完备 的 带 
权 的 正 交 系 . 然后 研究 这 些 函 数 所 满足 的 二 阶 方程 和 边界 条 件 ， 
从 而 这 些 正 交 多 项 式 系 就 是 此 二 阶 线性 党 微分 方程 的 固有 中 数 
系 , 同时 也 自然 会 知道 相应 的 固有 值 . 

在 区 间 [一 1, 1」] 上 把 最 基本 的 多 项 式 系 (8) 正 交 化 可 得 
Legendre 多 项 式 系 


P,(z) = 元 二 和 


11 dx” 
所 以 显然 它们 构成 [一 1, 1] 上 完备 的 正 交 系 . 又 可 以 证 明 已 ,(z) 
满足 方程 


(TCO— 1)",n=0,1, pA 


(1 一 二 )y7 一 2zy 二 n(n 二 1)y=0 
所 以 根据 S-L 理论 , 固有 值 问题 
(1 — Xx)y"— 2ry' 十 Ay 二 0 
ly( 士 1)| 过 ~ 
的 固有 值 必 为 4 二 入 二 n(n 十 1), n= 0,1,2,… ， 对 应 的 固有 
函数 是 P,(x). 
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在 [一 1, 1] 上 ， 给 定 权 函数 etz) = (1 一 天)” m 为 一 个 非 
负 整 数 , 把 最 基本 的 多 项 式 (8) 正 交 化 ,可 得 带 权 C(z) 的 完备 的 
正 交 多 项 式 系 


dr” 一 一 已 (TX) 7 一 1，12 十 1，， 


dz 1 

可 以 证 明 它 满足 方程 
(1 — xu 一 2(1 Dru + natn 1)— mm lu=0 
所 以 固有 从 问题 

(1 — ru — 2m 二 1)zrxu 二 (A— mlm+ 1))u=0 

Iu( 士 1)| 过 十 
必 有 固有 值 A 一 入 = aa 十 1) ,一 z 到 十 1， wy， -Po(z) ， 
为 属于 思 的 固有 郴 数 . 它们 构成 [一 1，]1 上 完备 的 带 权 沾 数 (1 
一 2 和 的 正 交 系 . 

显然 


Pr(zx) = (1 一 z2)2 Plz) 
又 构成 [一 1， 二 上 完备 的 正 交 系 , 可 以 证 明 它 满足 方程 


yn? 
(1 — xX)Yy” 一 2xYy! + (ae 二 1D 一 3)y=0 
“根据 S-L 理论 , 固有 值 问题 : 
| 机 + 人 一 这 天) 一 
1y( 士 1)| 天 十 co 
的 固有 值 必 为 1 一刀 术 一 zz 十 TD 一 mw 加 十 1 * 对 应 的 固有 


晒 数 是 忆 "(z) ， 

以 上 的 结果 在 前 边 的 内 容 中 已 经 得 到 , 现在 又 从 新 的 角度 来 
得 出 相同 的 结论 , 而 且 从 新 的 角度 来 看 固有 函数 系 的 完备 性 是 自 
明 的 . 下 面 要 用 这 种 新 的 角度 和 方法 来 介绍 一 些 新 的 二 阶 线性 党 
微分 方程 的 固有 值 问题 , 这 些 问 题 在 近代 物理 和 力学 中 有 重要 的 

1 3 


应 用 . 
Qi) nn 人 Tchebycheff 方程 和 nn 阶 Tchebycheff 多 项 式 . 
给 定 区 间 [ 一 1, 1] 和 权 函 数 p(z) 一 二 二 = ， 把 基本 的 多 


项 式 系 (8) 带 权 p(x) 正 交 化 可 得 带 权 正 交 的 多 项 式 系 
7 (x) = cos(ncos 1X), n= 0,1,2, 

称 了 (zz) 为 nn 阶 Tchebycheff 多 项 式 , 例如 

Tx) = 1, T(x)= 7x, T,(x) = 27x*°—1 
易 证 T(x) 满足 方程 

(1 — TX)Yy" CO— ry 十 My 一 0 

称 之 为 n 阶 Tchebychetf 方程 除了 T(x) 外 ， 易 知 ，C CCz) 一 
sin(ncos 'X) 也 是 nn 阶 Tchebycheff 方程 的 一 个 解 ， 称 之 为 第 二 
类 Tchebycheff 哆 数 ， 此 项 数 系 也 构成 上 -1，1j 上 完备 的 带 权 


上 
万 二 去 的 正 区 系 . “ 
(1) Jacobi 方程 和 Jacobi 和 多项式. 
给 定 L0, 1j 区间 和 权 函 数 p(x) = x (1 一 2 入， 其 中 q 盖 
0, PP 一 9 十 1 之 0，, 把 基本 多 项 式 系 48) 带 权 正 交 化 得 [0, 14 带 权 
oz) 的 正 交 完备 多 项 式 系 
XxX (1 — zr)? 中 C 
gl(g 十 1)…(g 十 nn 一 1) dz 
称 之 为 n 阶 Jacobi 多 项 式 , n = 0, 1, 2,， 
可 以 证 明 G,(p，9，X) 满足 方程 
z(1 一 2) 罗 十 [9 一 (十 1)]y +ntnt py=0 
称 之 为 nn 阶 Jacobi 方程 .所 以 G,(p, gq， Xx) 是 固有 值 问 题 
rz(1l—7z)y 二 lg— (p+ Dzrjly +Ay=0 
Iy(0)| < ceo，yY(L) < co 
对 应 于 加 有 值 和 = 人 =z(az 十 加) 的 固有 函数 ， 把 于 述 方程 聚 上 权 
荫 数 p(x) 即 可 成 自 共 思 q 的 方程 . 
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CG,.(p, 地， 工 ) 


XI 1(C1 _ TX)? ?tn | 


取 p,q 某 些 特定 的 值 就 可 得 到 各 种 不 同 的 Jacobi 方程 的 固 
有 值 问题 和 Jacobi 多 项 式 ， 符 别 当 P=9g==1 时 , 则 p(x)==1， 


GCT +) 一方 fi[ (1 — 2)"] 
若 令 t= 二 2+ 一 1， 则 
1 dr" 
C= f(t) = py det — Ee)"] 


相应 的 Jacobi 方程 的 因 有 值 问题 就 是 Legendre 方程 的 固有 值 问 
题 
(1 ~— y(t) — 2ty' (十 4 一 0 
3( 士 1)1 < co 
(1) Laguerre 方程 及 Laguerre 多 项 式 
给 定 L0，cej 和 权 范 数 e ,把 基本 也 数列 (8) 正 交 化 可 得 
Laguerre 多 项 式 系 


L, (x) -一 er (re), 71 二 0， ] ， 2 。 see 
.万 


可 证 , L,(Xx) 满足 nn 阶 Laguerre 方程 
: Xxy” 十 (人 1 一 2Z) 十 ny= 二 0 
所 以 若 讨论 Laguerre 方程 的 固有 值 问题 
zy”" 十 (1 一 XxX)y' 十 Ay 二 0 | 
1yC0)| 二 co zz 一 十 ce 时 ，|y(Cz)| 增长 不 超过 一 多 项 式 
则 有 固有 值 改 一 ?2(>* 一 0, 1，2,…)， 对 应 的 固有 好 数 为 上, (x) ， 
它们 构成 [0，cce] 上 完备 的 带 权 e-* 的 正 交 系 . 且 


十 oo 
| e L(x)}dr = (nn!) 
如 果 令 
z U(X) = ey(x) 
则 可 得 加 有 值 问 题 
zur 十 ur + ( 志 一 入 )w 十 类 一 0 


155 


十 oo 


| u:(r)dr+ = 1 


则 它 有 固有 值 4== = n(n 一 0,，1，…) ， 对 应 的 固有 项 数 为 
各 人 《1 
i 
(liv) 推广 的 Laguerre 方程 和 推广 的 Laguerre 多 项 式 . 
给 定 区 间 0， 十 ce) 和 权 立 数 p(zx) = 二 xie (二 一 1) ， 拒 


基本 函数 系 (8) 带 权 p(x) 正 交 化 得 到 了 推广 的 Laguerre 多 项 式 
系 


# 十 了 一 工 
了 人 e = ) 


可 证 明 它 满足 推广 了 的 n 阶 Laguerre 方程 


xXxy" 十 (二 1 一 Xx)y' 十 ny 二 0 
所 以 广义 Laguerre 方程 的 固有 值 问题 
Xzy" 十 (s 十 1 一 ZX)y 十 47y 一 0 


L(x) = © 下 
,让 


1y(0)| < ce， 当 二 一 十 co 时，|y(Cz) | 增长 不 超过 多 项 式 
有 固有 值 1 二 7 对 应 的 固有 吗 数 是 (x) ， 它 们 构成 L0, 十 ce 
上 带 权 ze ”完备 的 正 交 多 项 式 系 , 且 

| L(x) | ?= | re (Li(r)) dr 一 mp 十 3 十 1) 


如 果 令 x(z) = zze-zy(z)， 则 可 得 固有 值 问题 
7 (过 3 :十 l 一 
XU Tu (至 十 志 )z 十 (4+ 7 ) =。 


十 oo 
| edz 一 1 
: 如 


| 


2 
Xu 十 2 一 (三 十 过 


十 oo 


| udzx=1 


0 
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- (n= 0,1,..), 对 应 的 固 泪 数 是 
x?e 到 ze 22oCZ) 
Vnt Via Fs Fy 

(v) ”Hermite 方程 和 Hermite 多 项 式 . 

给 定 区 间 (一 ce，ce) 和 权 函 数 e-* ， 把 基本 多 项 式 系 (C8) 市 
权 正 交 化 可 得 Hermite 正 交 多 项 式 系 
n(n— 1) 

11 


有 固有 从 x 二 4 二 十 


u,(X) 一 


H,(x) = (27)" 一 (27)" 


+ n(n— 1)(n— 2)(n— 3) 
21 


可 证 明 互 .(z) 满足 4 阶 Hermite 方程 
| 多 一 27zy 十 2ny 一 0 
所 以 Hermite 方程 的 固有 值 问题 
- yy” 一 2xy' 十 Ay 二 0 
z 一 士 cc，|>(z) | 增长 不 超过 多 项 式 


(27)"™ 一 一 已 ， i， 2， mn 


有 固有 值 

A, = 2n， n= 0,1],2,。* 
对 应 的 固有 函数 为 电 .(x) . 它们 构成 [一 ce, co] 上 权 e-* 完 
的 正 交 系 , 且 


DO 


| e™* Hi(zx)dz = 2*e。nl x 


— 吕 oo 


如 果 令 u(z) = e zy(z) ， 则 固有 值 问 题 
9 U1 zu=0 


上 ze 人 (z)dz 一] 
的 固有 值 九 == 2n ， 对 应 的 网 有 申 数 为 
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2 
2) = -一 


Von rT 

本 目 讨 论 的 各 个 方程 的 固有 值 问题 中 , x == 0 或 者 是 方程 的 
正则 点 (如 Legendre 方程 , 伴随 Legendre 方程 和 Hermite 方程 )， 
或 者 x = 0 是 方程 的 正则 奇 点 而 且 有 一 个 指标 数 为 零 ， 所 以 固有 
值 实 际 上 是 由 使 方程 的 笑 级 数 解 灾 为 多 项 式 来 确定 的 ,而 相应 的 
多 项 式 解 就 是 固有 逊 数 , 许多 教材 正 是 通过 这 种 途径 来 讨论 问题 
而 得 出 上 述 的 各 种 正 交 多 项 式 , 但 本 目 从 另 一 个 角度 ,， 即 从 正 区 
多 项 式 出 发 来 讨论 问题 ， 结论 是 一 样 的 ,把 这 两 种 方法 加 以 比较 

本 证 中 解析 地 求 出 了 某 些 变 系数 二 阶 线性 常 微分 方程 的 解 ， 
解析 地 解决 了 它们 某 些 固有 值 问 题 , 这 些 方程 的 解 定 义 了 一 些 特 
殊 的 晒 数 ， 已 有 专门 的 著作 详细 地 讨论 了 这 些 函 数 的 各 种 性 质 ， 
应 用 时 可 参考 查阅 . 应 用 这 些 函 数 就 可 以 用 分 离 变 量 法 来 解析 地 
求解 菜 些 两 个 有 目 变 量 二 阶 线性 偏 微 分 方程 的 定 解 问题 .例如 应 用 
Bessell 了 消 数 ，Legendre 多 项 式 和 伴随 Legendre 函数 可 以 求解 下 


列 典 型 的 定 解 问题 . 
9 MU 9 dt 
= (Ue),t>0,0<z<! 
例 1 1,|_ ,= 0， 2 一 (7) 
zt 一 0 


在 此 问题 中 , xz 一 /是 方程 的 奇 边 界线 ， 还 应 提 目 然 边 界 条 件 , 但 
常 修 省略 不 与 出 ,下面 各 问题 的 奇 边界 线 也 是 如 此 , 不 再 特 别 指 
阴 . | 

了 一 az( +),t>0, 0 二 rr 二 0 

例 2 
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dm 29394, 1 1 3/. 加 
5 十 二 下 十 亏 汪 5 部 (sin9 迁 )=0 
例 3 0 过 ra, 04I<X 
u|,-, = fC0) 
du 9 1 9 Y2 
(+ 这 于 一 
例 4 1 |, = g(7) 
2 一 人 0 
ou 2 du 1 1 3 m* 加 
ar 二 | 二 (sin 0 用) gt |— 0 
例 5 0<r<ay 0 
u|,-, = f (0) 
其 中 mx 是 整数 . 


3.5 多 个 目 变 量 时 的 分 离 变 量 法 


3. 5.1 分 离 变 量 法 的 概述 , 偏 微分 方程 的 固有 值 问题 


用 分 离 变量 法 解 2 个 (n 宇 3) 自 变 量 偏 微分 方程 定 解 问题 的 
一 般 格 式 和 两 个 自 变量 的 情况 相似 , 但 这 时 出 现 的 是 (x 一 1) 个 
自 变 量 的 偏 微分 方程 的 加 有 值 问题 ， 在 有 些 情 况 下 对 这 固有 值 问 
题 再 用 分 离 变量 法 求解 ,使 之 变 为 (n 一 1) 个 常 微分 方程 的 固有 
值 问题 . 不 失 一 般 以 四 个 自 变 量 时 的 双 曲 型 方程 及 抛物 型 方程 的 
混合 问题 和 三 个 自 变量 时 椭圆 型 方程 的 边 值 问题 加 以 说 明 , 且 为 
了 简单 计 , 均 取 第 一 类 型 的 边界 条 件 . 
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pM) 竹 = 六 (KM) BE)+ (0 $<) 


9 ou 


2 | ,= 一 PC ) ， 了 有 一 


i [an 一 0 
其 中 M(x,，y,z) 为 空间 变量 ,t 为 时 间 ， 0 是 二 维 空间 RR 中 的 一 
有 界 区 域 , pCM) > 0, ECM) > 0. 
设 (CMKDIT(G) 是 满足 齐 次 方程 和 齐 次 边界 条 件 的 非 零 解 ， 代 


入 方程 和 边界 条 件 并 使 变量 分 离 得 
T"() + AT(G)=0 (1) 


各 偏 微 分 方程 的 固有 值 问题 | 
(kM) 532 ) 十 了 (Ca 了 ) 十 于 (kM) 52) 十 Mo 一 0 
未 | 2 一 0 

(2) 


和 和 消 微 分 方程 的 S-L 问题 相似 ，(2) 也 是 一 个 自 共 罗 的 问题 ， 
写 的 全 部 特征 值 一 定 是 正 的 无 穷 数 列 ,， 通常 记 为 4 二 1.,»,:， 其 
中 (n,m,&) 是 RR 中 非 负 整 点 的 一 个 无 穷 可 列 集 , 对 应 的 固有 活 
数 系 wm 构成 区 域 2 上 带 权 pCM) 完备 的 正 交 系 , 并 记 


n 


对 于 每 一 个 4 二 Xm 解 方程 (1) 得 
At = A,cos /At 十 已 Sin At 
根据 登 加 原理 ， 可 令 
uM, £)= 2 2 2 (Awacos A 


+ Bsin V At) Vm CM) 
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由 初 妈 条 件 得 
| pM) = > 2》, > Asmavama CM) 


$M) = SY FBV Nata M) 
这 是 COM) yOCM) 关于 带 权 正 交 系 vam《M) 的 广义 的 三 元 Fouri- 
eI 级 数 展 开 ， 可 得 


人 ns 本 六 全 oCM)v ne (MYdM 一 的 
I 


Bi = ——— Yn 
Ama 


所 以 最 终 得 问题 一 的 解 
u(M, 1)= > > >) ( pcos V Mme t 


l . ,/ 
+ | prsin VY ms pM) 
A 划 
非 齐 次 方程 和 非 齐 次 边界 条 件 时 的 处 理 方法 和 两 个 日 变量 的 
情况 相似 . 特别 可 以 用 齐 次 化 原理 来 求 非 齐 次 方程 时 定 解 问题 的 
解 . 


如 果 改 为 其 它 类 型 的 边界 条 件 其 处 理 方法 是 类 似 的 ， 和 两 个 
目 变 量 的 情况 相同 , 如果 是 在 第 二 边 值 条 件 下 , 则 4 一 办 一 0 是 
固有 值 问题 (2) 的 一 个 固有 值 ， 对 应 的 固有 函数 是 1. 

在 物理 问题 中 , 问题 一 描述 的 是 三 维 空间 R? 中 有 界 区 域 人 2 
中 某 一 物理 场 的 振动 过 程 , 表示 时 间 . 上 述 解 的 表达 式 相 当 于 把 
一 个 复杂 的 振动 分 解 为 驻 波 

z 1 . 
PimaCOS V hms tT pmisin VY Mm uw (M) 
Vt 
的 合 加 ,此 驻 波 的 频率 Ym 和 初始 条 件 无 关 , 称 为 固有 频率 ， 
对 于 这 一 个 驻 波 , vm《M) = 0 的 点 集 称 为 它 的 波 节 面 , 在 此 节 面 
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上 此 驻 波 你 持 为 等， 

对 于 四 个 目 变 量 时 抛物 型 方程 混合 问题 用 分 离 法 求解 的 过 程 
是 完全 类 似 的 . 

用 分 离 变 量 法 求解 二 个 目 变 量 椭圆 型 方程 的 边 什 问题 时 ， 要 
根据 具体 的 情况 适当 选取 关于 其 中 两 个 目 变量 的 通 数 来 提 固 有 值 
问题 . 


2 (k(x, y) Fe)+ (rz, y) 3 ) 


问题 二 二 az) 5 考 一 0， (ZE10O<z<: 
uo = fr, ys Ul, = f(t, y) 
uln=0 
其 中 人 是 天: 中 的 一 个 区 域 ， al2 是 它 的 边 弄 ， k(z， y) 这 0， a (zz ) 


> 0. 
设 V(z，y)Z(z) 是 满足 齐 次 方程 和 齐 次 边界 条 件 的 非 零 解 ， 
代入 方程 和 边界 条 件 使 变量 分 离 得 


a(z)2Z* 一 MX =0 | : (3) 
和 固有 值 问题 
3 VY 9 aV 
Fk) Tz) a +=0 


此 固有 值 问题 (4) 的 全 部 轿 有 值 是 一 正 数 序 列 ， 记 为 4= 4， 
(zx,，m) 是 二 维 空 间 中 非 负 整 点 的 一 个 无 穷 可 列 集合 , 对 应 的 固 
有 图 数 了 Yw(z，?) 构成 上 完备 的 正 交 系 . 
对 每 一 个 4 一 1 解 (3) 得 
DCz) 一 40 多 (z) 十 吾 Q(z) 
根据 登 加 原理 可 令 
ux, yy 2) 一 > >》 (42 人 (z) BnZ C2)) Vn Cx, y) 
又 由 z 王 0 和 >z=: 的 边界 条 件 得 
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广 (z 人 一 >》 DO (AmZH (0) + BanZ2 0)) Vx, y) 
filz, 9) = > DO AmZHO) + BaanZ® Vr, y) 


出 此 根据 二 元 广义 的 Fourier 级 数 展开 可 唯一 地 确定 4 和 Bn ， 
从 而 也 得 到 问题 的 解 w(x，y， z).， : 
用 分 离 变量 法 解 x 个 自 变量 的 定 解 问题 时 中 心 的 一 环 是 解 
(x 一 1) 个 目 变 最 的 偏 微分 方程 的 固有 值 问 题 ， 在 一 定 条 件 下 又 
可 用 分 离 变量 法 把 它 变 为 (x 一 1) 个 常 微分 方程 的 固有 值 问题 ， 
这 时 在 具体 求解 定 解 问题 时 可 以 直接 完成 全 部 变量 分 离 的 手续 而 
得 个 常 微分 方程 ,其 中 有 (x 一 1) 常 微分 方程 的 固有 值 问题 . 


2 人 


例 1 


2U |,-o = P(X, y), 5 = 一 p(xr, y) 


u | = 0Q 
其 中 302 是 矩形 域 2{0 x 侵 7 氏 0 二 yy 二 及 ) 的 边界 . 
设 XX(z)Y(y)T(z) 是 满足 齐 次 方程 和 齐 次 边界 条 件 的 非 零 
解 ， 代 入 方程 和 齐 次 边界 条 件 得 


Tv (十 az 十 站 思 =0 (5) 
和 固有 值 问题 
X" 二 iX=0 
/ | X(0) = 0, X() =0 | 
z" 二 AM =0 
| Y(0) = 0, Y(h) =0 7) 
解 固有 值 问题 (6) 和 (C7) 分 别 得 


一作 一 (¥) ,对 应 的 固有 函数 sin 他 -x 


p 二 pm = ( 2) ， 对 应 的 固有 函数 sin 2 
对 于 4 一 帮 , kK 二 po 解 方程 (5) 得 
了 一 4cosa nt + Bnsinay,,t 
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其 中 二 1，2，… ,7 
根据 全 加 原理 , 令 
u(r, y, t) = » 2 T (1)sin zsin 
由 初始 条 件 得 


PX, Y) 


= 1, 2, "Ym 一 ( 宪 ) + (到 ) 


Y S\A SIn xsin 
HXT, y) = > SB 。 QaY SIn zsin ~ | 


这 是 二 元 中 数 按 阻 数 系 si sin zsin 2 | 的 二 元 Fourier 级 数 展 
开 ， 故 


所 以 最 终 得 解 
u(xX, y, 1)= > DY (PrmcOsaY smt 


好 一 】 m= 1 
. ， NAA .mA 
十 2pmsinaY mt )sin Tsin 太 
在 此 例题 中 ,实际 上 
NA 


. NA 
Um(XT, yy) = sin 一 Stn 一 一 


1 hh- 
是 固有 值 问题 
Av 二 Bv=0, (zy 人 ED 
六 | 一 0 
对 应 于 固有 值 8 = Bm 二 7% 的 固有 阻 数 . 
和 固有 值 问题 (8) 紧 密 相 联系 是 二 维 Heimholtz 方程 的 边 值 
问题 
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(8) 


A 十 Ri 一 0 (zy) EN 

za 一 9 
显然 ， 当 & 委 0 时 , 由 于 & 不 是 问题 (8) 的 固有 值 ， 所 以 (9) 的 解 是 
唯一 的 ,这 时 可 以 证 明 , 对 任意 的 9 问题 (9) 的 解 是 存在 的 . 当 
> 0 而 不 是 8) 的 固有 值 时 ,问题 (9) 的 解 也 是 唯一 的 ,这 时 也 可 
证 明 对 任意 的 8 问题 (9) 的 解 也 是 存在 的 . 当 有 上 > 之 0 而 且 & 是 问题 
(8) 的 固有 值 时 ， 则 如 果 (9) 有 和 解 存 在 ， 则 必然 不 是 唯一 的 ，, 因为 
它 可 以 相差 一 个 固有 值 问题 (8) 的 属于 固有 值 《 的 任意 一 个 固有 
渭 数 ,这 时 若 设 问题 (9) 有 人 解 (x,y) , 设 v(zx, y) 是 问题 (8) 属 
于 固有 值 的 任意 固有 函数 , 则 应 用 Green 公式 


/ 中 [zau 十 ku) — ul(Asv + kv) dzxdy= p(o ——— av) 
6 加 


(9) 


所 以 必 有 


这 契 辣 题 (9) 有 和 解 的 必要 条 件 ， 可 以 让 明 这 也 是 问题 (9) 有 人 解 的 充 
.分 条 件 . 

上 述 关于 问题 (9) 的 讨论 也 可 推广 到 非 齐 次 次 方程 的 边 值 问题 
和 一 般 的 区 域 ， 即 

A 十 AL 一 /zy)，Czy) ED 
za 一 9 

而 有 了 下列 绪论 : 当 & 不 是 (8) 的 固有 值 时 ， 则 问题 (10)? 的 解 唯一 ， 
这 时 可 证 明 对 任意 的 和 9 问题 (10) 的 解 也 是 存在 的 . 当 有 是 (8) 
的 一 个 固有 值 时, 设 v(z，》) 征 属 于 此 固有 值 的 任意 一 个 固有 函 
数 ， 则 问题 (10) 有 人 解 的 充分 必要 条 件 是 


| jacz, y)j(xrx, y)drxdy 一 一 be suds 
人 A 


当 此 条 件 满足 时 , 问题 (10) 的 解 可 以 相差 任意 一 个 固有 函数 . 
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(10) 


上 述 的 讨论 可 以 完全 类 似 地 推广 到 三 维 调和 方程 的 固有 值 问 
题 和 三 维 Helmholtz 方程 边 值 问题 的 情况 , 而 且 可 以 推广 到 其 它 
边界 条 件 下 的 问题 . 以 上 的 有 关 结 论 在 以 后 的 讨论 中 将 直接 被 引 
用 . : 四 
以 上 结论 表明 , 如果 问 题 (9) 或 问题 (10) 的 解 唯一 ， 即 齐 次 
问题 只 有 和 零 解 ， 则 对 于 任意 的 9 和 f 问题 (9) 或 (10) 的 解 必然 存 
在 . 友之 看 问题 (9) 或 (10) 的 解 不 唯一 ,， 即 齐 次 问题 有 非 零 解 ， 则 
不 是 对 任意 的 p 和 f 问题 (10) 有 和 解 , 但 可 以 找到 问题 有 解 的 充分 
必要 条 件 . 这 和 代数 线性 方程 

4 一 六 
的 情况 完全 类 似 , 其 中 4 是 一 个 阶 矩 阵 , 5 和 是 n 维 列 向 量 ， 
如 果 方 程 的 解 唯一 , 即 4z = 0 只 有 零 解 , 则 对 于 任意 的 5 方程 有 
唯一 解 . 如 果 方 程 的 解 不 唯一 , 即 4z = 0 有 非 零 解 ， 则 方程 有 入 
的 充 要 条 件 是 4 的 秩 等 于 (A, 5) 的 秩 . 


3.5.2 柱 形 域 的 混合 问题 或 边 值 问题 ， 柱 函数 


本 目 讨 论 用 分 离 变 量 求解 三 个 典型 方程 在 圆柱 形 域 上 的 混合 
问题 或 边 值 问题 ， 这 时 必然 会 出 现 Bessell 也 数 ， 所 以 又 称 
Bessell 函数 为 柱 孙 数 . 求解 的 格式 是 一 样 的 ， 由 于 自 变 量 的 增 
加 ,， 演算 和 表达 式 较为 繁 长 ,为 简单 计 , 问题 或 例题 中 大 多 取 为 
第 一 类 边界 条 件 , 而 且 由 于 求解 的 格式 大 多 相同 ,， 所 以 有 的 过 程 
从 简 . 


2 9), 0 < y 


9 9 ody 
问题 一 w |, = OZ， y) 
本 一 0 


其 中 > 一 Yz 十 多. 这 可 解释 为 在 三 维 空间 (z，y，z) 中 一 个 无 
穷 长 的 柱 体 十 过 7 由 求解 一 个 热传导 的 问题 ， 而 温度 分 布 
和 z 变量 无 关 . 
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为 了 用 分 离 变量 法 时 一 气 就 做 到 把 所 有 的 变量 分 开 ， 所 以 空 
则 变量 (xz, y) 改 用 极 坐标 (r，9) ， 则 得 


i .> 0， 0 二 7 过 ro, 0 < 过) < 2 
U | ,0 一 Pr， 0) 
|, 一 0 


另外 ulr, 9, t) 关于 9 应 满足 周期 性 条 件 , 当 r 一 0 时 应 满足 
自然 边界 条 件 . 
求 满足 齐 次 方程 和 齐 次 边界 条 件 ( 包 括 周期 性 条 件 ) 的 非 零 解 
RCrY)B(0)TL) ， 代 入 方程 并 使 变量 分 离 得 
T' (1)} 十 ac 一 0 (11) 


和 下 列 两 个 稍微 分 方程 的 加 有 值 问 题 
(oe (12) 
B(0) = O27x), Bl (0) = O' (27) : 


2Rr 十 rR + (Xi WR=0 
| ’ (13) 


1R(0)| 过 十 ceo, R(r,)= 二 0 
解 固 有 值 问 题 (12) 得 固有 值 x == jy 二 n?: ， 对 应 的 固有 了 把 数 为 
cosng，sinn0, n= 二 0, 1,2,… ,对 于 每 一 个 = 二 解 固有 值 问 题 
(13), 这 是 一 个 n 阶 Bessell 方程 的 固有 值 问题 , 它 的 固有 值 是 4 
二 A 二 wa ， 其 中 ww 是 J (zro) 的 第 个 正 零 点 , 即 J (vwwro) 
二 0， 对 应 的 固有 孙 数 是 J, (wr) . 
对 于 每 一 个 4 二 A 二 w， 解 方程 (11) 得 
7 (ti) = ee 
根据 登 加 原理 ， 今 


一 a2xo2 
ur, 0， it) 一 >, Ane ™ J o (vworr) 
| 炎 一 了 
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十 > ye wa Aicosnb 十 Biasinng)J, (zk 


=] mn 一 


根据 初始 条 件 得 
pr, 0)= > AorJ oC rwor) 


A= 1 


十 > >》, (CAT a Crnar COsne 十 Bd Cnrr)SIinnd) 


Rk] 天 一 】 


此 为 二 元 蚂 数 PCr，0) nD {J wor, J Wr Cosnd, 
JaCwar)sinn0|ln 一 1，2，…)) 的 广义 的 二 元 Fourier 级 数 展开 ， 
此 函数 系 是 固有 值 问题 

Av 才 AV 二 00,7 之 ro 

v|,-, = 0 
的 固有 天数 系 ， 对 应 的 加 有 值 是 4 三 类 三 zw 下 一 0，1，2，…， 
& 一 1，2，…， 在 直角 坐标 (z，?) 下 ， 此 固有 函数 系 构成 圆 域 
及 ”~ 完备 的 正 交 系 , 在 极 坐标 (~，9) 下 它们 构成 矩形 域 0 委 > 返 
ro，0 世 9 过 2x 上 完备 的 带 权 函 数 7 的 正 交 系 , 权 隔 数 r 就 是 极 坐 
标 变 换 的 Jacobi 行列 式 ， 所 以 可 得 


| de [We 0)J ,wr)cosngdo 
0 0 


4 一 2 r0 
| dg | 2 (war)cosinOdr 
0 0 
— 2 “do| 9)J gd 
-一 | ,Tr ) (Tr ICOSN 
二 (ke 
Bi = pe | db FDC7， OJ, (wr )sinn0do 
一 (fs . 
1 
4 一 元 5 5 | dg| rer, Oo (wor) dl 
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一 一 hg 
n= l,2, 3, 
所 以 最 终 得 问题 一 的 解 为 


一 一 2 2 
.wlr, 0, 1)= 2 gue WC 
k= 1 


十 人 2 (GurcOsnd 十 Psinng) ,wr)e™” 
=] # 二 ] 


特别 如 果 g(r, 9) 二 glr) 和 9 无 关 ， 则 == w(r, 1) ,实际 上 成 了 
两 个 日 变 量 偏 微 分 方程 的 定 解 问题 ,这 时 


.2.2 
u(r, 1) = >, Pore ?WO J (rworr) 
k= 1 


其 中 
2 I | 
9 人 r2J ?Cvsro) Jre Vw) 
5 一 Q“A3z， t > 0, (Zz， Jy， 2z) ED 
同 题 一 ul|io 一 HX, y, 2) 
ulan=0 . 


其 中 2 是 一 有 限 的 图 柱 体 xz 十 yy 二 73， 0 过 =z<1. 
大 于 空间 变量 (z，y，z) 改 用 柱 坐 标 (r, 8，z) ， 则 得 


ax _ 9u 1 和 ,9% 
at < (3 5 十 二 开 二 3 十 ) 


zj -一 Fr, 0, 9) 

uU|.0 一 0，U| -一 0 

&| =， 一 0 
其 中 0 和 7 和 1o， 0 委 0 和 27x,， 0 和 示 z 委 !/. 照例 当 > 王 0 时 应 加 目 
然 边界 条 件 , 对 9 = 0 和 9 = 2r 应 加 周期 性 条 件 . 

设 R(r)6@(90)T(2)Z(z) 为 满足 齐 次 方程 和 齐 次 边界 条 件 ( 包 
括 上 自然 边界 条 件 和 周期 性 条 件 ) 的 非 零 解 ， 代入 方程 和 边界 条 件 
并 使 变量 分 离 得 
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7 十 ai 一 0 (14) 
和 下 列 三 个 闫 有 值 问题 


[& ) < go (15) 
9(0) = O(27x), O' (0) = O' (27) 

0 oz a 
mR 二 rR 二 (Mm Br R=0 

| [IR(O0)| < ce, RG)=0 (17) 


分 别 解 固有 值 问题 (15) 和 (16) 得 ， 
固有 值 有 一 As 一 7 ， 对 应 的 固有 油 数 为 cosng, sinng, n 一 


0，,1, 2，…. 固有 值 8 = p。 = (2z) ,对 应 的 固有 函数 是 


.XT 
SIN 一 一 ZI 一 ]， 2， 部 而 于 


给 定 x = 上 ，8= B, 解 固有 值 问题 (17), 得 固有 值 4 = p， 
十 w&， 对 应 的 固有 函数 是 J,Crwar)， 其 中 ww 是 J,(wr,) 二 0 的 
第 个 正 根 . 
对 于 4 = jw ， 解 方程 (14) 得 
Tm (t) 一 Aner ar 


根据 谷 加 原理 , 令 


Oo | .MAT 2 
ulr, 0, zx, £) 一 2 2 Aopmd o CTUorr )sin ze Om! 


下 一 了 证 
十 2 2 DJ Armcosnd 十 BmSsinnd) J, (Cw,rr ) Sin VUE mt 


由 初始 条 件 得 
Pp(r, 0 ， 之 ) 一 > D> Ao Cwor Jsin Tz 
+ DD 》1 (4wncosng 十 BmsinnO) J, (war)sin i 


这 是 三 元 酒 数 按 困 数 系 {J, (tw,ir)cosn0sin zx, J (wr)sinnOsin 
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2zz} 的 广义 Fourier 级 数 展开 , 此 函数 系 是 三 维 调和 方程 关于 柱 


域 2 的 第 一 边 值 下 的 固有 值 问题 
AV 二 aAV=0, (xr, y, 2)E€EH 
Va 
的 固有 函数 系 ， 相 应 的 固有 值 = A . 在 直角 坐标 下 , 它们 构成 
柱 域 0 上 完备 的 正 交 系 , 在 柱 坐 标 下 , 它们 构成 长 方形 域 10 委 ” 
委 ro 0 委 0 委 2r， 0 委 z 委 1/) 上 完备 的 带 权 > 的 正 交 系 . 所 以 可 
以 唯一 地 确 秆 A 和 和 Bm 得 
" 09) as] rn Cemsr)eomnbein zp(r, g, z)dr 
| de| dz| “+ (wnr COs nOsin’ zdr 
= gy n= 0,1, 2 有 一 1，2， m=1, 2,… 
B= Hans n= 1 2 holy 2 m1 2 
Guin 是 在 Yi 的 表达 式 中 把 cosn0 代为 sinn9 ,但 不 取 整 数 0. 
所 以 最 终 得 问题 二 的 解 
u(r, zx, 0, tt) 一 
>》, >》, > (GfimcOsSne 十 Gmsinng) J, (tonsr) Sin eM 
如 果 把 问题 一 和 问题 二 改 为 波动 方程 的 混合 问题 , 其 解法 类 
似 ,尤其 是 固有 吗 数 系 完全 相同 ,这 时 的 解 变 为 驻 波 的 全 加 . 
A = 0, (rz; y, 2) EN 
问题 二 wg 
其 中 为 有 界 的 圆柱 体 z 十 y <",，0<zx<L 
应 用 圆柱 坐标 (>,， 2，z) ， 则 得 
adm | 1 9u ] 393% 2 
aor -ror roeg 
u|.-o = filr, 0), ul = fr. 0) 
ul|,, = g(0, z) 
另外 还 有 对 于 边界 + = 0 的 自然 边界 条 件 及 边界 9 一 0 和 9 = 27 
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的 周期 性 条 件 均 是 齐 次 性 条 件 . 
根据 区 加 原理 = wi 十 zx .其 中 
Au1 一 0 
ui | = filr, 0), w|i = f(r, 0) 
ul, =0 
AuU, 二 0 
Us | .0 二 0， zz | .-! 一 


tz | -一 一 fg(CO， 之 ) 


u(r, 0, 2)= >》, 地 ( A,icosnd + Bsinng) 7 (ronr)chrw,z 


是 一 ] n=0 


十 2 > (Cscos110 十 Dsinng) J, Cwnr)shrw,z 


一 1 n=0 


其 中 ww 是 corn) 的 第 和 个 下 等 局 
再 由 边界 条 件 
ui|:-o = fi(r, 0) 
ui | = f(r, 0) 
根据 二 元 函数 按 函 数 系 {cosn6J,Cwnmr)，sinn6J,《wmar)} 的 广义 
二 元 Fourier 级 数 展开 可 唯一 地 确定 4，Bw，Cm，Dm， 从 而 确 
定 出 wi(r, 09, z). 
如 果 f(r,9)== (7), f(r, 0) = 二 f,(r) ， 即 和 2 无 关 , 那么 
ui 二 tw1(r,，z)， 实 际 上 是 两 个 自 变量 的 问题 ,用 分 离 变 量 法 可 令 
-Ui(r, zz) = > [4uchzouez 十 Coshroosz | Jo (Crworr) 


= 1 


再 由 
f(r) 一 >) AvT o (woar) 


此 二 1】 


f(r) = > ( Aoichrwos! 十 Coshrwol) J (war) 


k=1 
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根据 晒 数 按 函 数 系 {Jo《wor) |m = 二 1，2，…) 的 厂 义 Fourier 展开 
可 唯一 确定 Ao 和 Co， 从 而 确 得 wi(r, 2). 
利用 分 离 变 量 法 求解 us(r,，9，z) , 可 令 


us(r, 0, z) 一 2 2 | A,ncosnd 十 Bnsinnd |sin zl (Tr) 
又 由 边界 条 件 
UW | ~ g(0, z) 
印 


gy, z) = 5S DC Ancosn 十 B, ,sinn0) sin zl (ro | 


m=] nn 


根据 二 元 函数 按 肾 数 系 {cosnbsin x, sinnOsin 2) 的 广义 


Fourier 级 数 展开 可 唯一 确定 4,wn，B,m ， 从 而 得 出 ws(r,6, z) . 
如 果 g(0, z) = g(z),， 即 与 6 无 关 ， 那么 Us = Us(r, 2),)， 这 
时 实际 上 是 两 个 自 变 量 的 问题 ,用 分 离 变量 法 可 令 


U(r, 2) 一 > Awl Fz)sin 7 
由 边界 条 件 x|,-, = g(z) 得 


g(z) 一 2 Aomll ro jsin x 


所 以 
A,。, = 4 |g C2)sin zdz 一 - Sm 
mr 以 了 
得 


zz(7，Zz) 一 3 一 一 一 一 一 / 
rE 
3. 5.3 球形 域 的 边 值 问 题 和 混合 问题 , 球 函 数 , 球 Bessell 函数 


(i) 球 坐 标 下 调和 方程 分 离 变 量 的 解 ， 球 函数 ， 
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在 球 坐 标 下 三 维 调和 方程 为 
] 3939/ .9u lf 1] 9/ .9u 1 9%] 
7 地 (7 了) 二 se 范 (sin9 守 ) 十 sini6 3 |= 1 
在 4Asu 球 坐 标 下 的 表达 式 中 ,第 一 项 是 表示 对 径 向 的 作用 ,第 二 
项 中 括号 内 的 部 分 表示 对 角 (2 9) 的 作用 ,， 称 之 为 在 球面 上 的 
Lapiace 算 子 , 物理 上 称 为 算 算 子 , 记 为 


9f ， ,9 
.ou = nD (sin 省 + 
所 以 三 维 Laplace 方程 又 可 写 为 


其 中 0 志 7r < 十 o0 ,0 三 9 志 7x,0 志 9 二 2x ,由 于 这 个 坐标 系 的 
特殊 选取 , 方程 在 x = 二 0, 8 = 0, 9 = x 出现 奇 性 , 应 该 提 自 然 边 
界 条 件 , 而 对 于 ?一 0 和 9?= 27 应 该 提 周 期 性 条 件 , 这 些 边界 条 
件 均 为 齐 次 条 件 . 

设 RIr)9(O)5(J 是 方程 分 离 变 量 且 满 足 上 述 齐 次 边界 条 件 
的 非 零 解 ， 可 得 


4;x 一 


1 9 


% 
sin099 


Asu -一 


”7R’ 十 27R — AR=0 (18) 
和 下 列 两 固有 值 问 题 
| @" (9) + xB) = 0 (10) 
$0) = B27), B' (0) = B' (27) 
sin 7 (20) 


| 9 十 ctg9 外 十 [4 一 le=0 
19(0)| < ce，|G(rx) | =<=++ co 
解 固有 值 问题 (19), 得 固有 值 x = on = m:， 对 应 的 固 鹏 
数 是 cosm9, sinm@, m 一 0，1，2，… | 
”对 于 取 定 的 4 二 p= 二 mr? 解 回 有 值 问题 (20)， 只 要 令 cos6 = 
x ， 则 变 为 伴随 Legendre 方程 的 固有 值 问题 
174 


| T2090=0 


|@( 士 1)| 去 co 
所 以 问题 (20) 的 固有 值 是 
A 二 多 二 n(x 十 1),2 二 ;Mm 十 1 … 
对 应 的 固有 哨 数 是 P*(cos0).， 
对 于 每 一 个 4 二 = n(n 十 1) 求解 Euler 方程 (18) 得 


了 
tl 


所 以 得 到 在 球 坐 标 下 调和 方程 分 离 变 量 的 解 族 
rpPp"™(cos0)cosmo, rpP” (cos0)sinmey 


R,(r) = A,r’ + B, 


——P”(cos0)cosmog, P™ (cost)sinmo? 


元 i 

其 中 nn 一 0, 1,2,…，m 二 0,1,…,n，, 称 这 些 函 数 为 球体 函数 ， 
可 以 证 明 前 两 组 球体 函数 回 到 坐标 (xz, y, zx) 时 是 (zx, yz) 的 nn 
次 齐 次 调和 多 项 式 . 

可 

YY (0,9) = Pr(cosO)cosmg, Y™ OP) 一 PocosO)sin7zp 

为 球面 藉 数 或 球 国 数 ， 球 画 数 系 构成 (0 和 2 和 rr， 0 委 9 委 27x) 完 
备 的 带 权 函数 sinb 的 正 交 系 ， 即 单位 球面 上 完备 的 正 交 系 ; 

当 m 二 0 时 


ox Tt 


|aglP: (cos0)singdd = 27 < 
0 0 


2n 十 1 


当 台 天 0 时 


COS osmg __27T ， nt m)! 
el P” Ccos0) 、 pg) singd0 = 2n 二 1 | 《2 一 mm) 


实际 上 ， 球面 函数 是 球面 上 Lapiace 算 子 的 固有 值 问题 
| As aoV 二 AV=0 , 
V(98, 内 定义 在 单位 球面 上 
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的 固有 函数 系 ， 回 有 值 4== 入 二 n(n 十 1) ,对 应 着 (2n 十 1) 个 固 
有 消 数 
P"™(cosg)cosm?, P” (cos0)sinm9g, m = 0,1,2,°n, 
任意 定义 在 单位 球面 上 的 函数 1(9，9) 可 按 球 面 阴 数 系 展 


开 ,， 即 
f(0, 9) = 人》 >》, (fi »cosmo fi * sinmg) P” (cosO) 
| 其 二 从 规 二 0 
其 中 / 
2 
2n 二 1 (nm)! 
frm 一 一 一 一 一 一 | 是 |ree， pcosmgsingdd 
20.7r (n+ m)! ) 


之 邢 
2 | 本 1 旧 曙 
f‘2 = 二 二 | 加 ye psinmgsingdd 


(ii) 球 坐 标 下 Helmholtz 方程 分 离 恋 量 的 解 ， 球 Bessell 水 

数 . 
球 坐 标 下 Helmholtz 方程 为 

Asu 土 ku 二 证 放 (玉宇 ) 十 二 Aw,wu 土 ku 一 0 

直接 令 方程 分 离 变量 的 解 为 
民 (r)Y (OZ，J) 
由 于 
Al wY”(0, 9) =— n(n 1)Y”*(0, 9) 


5dR) nln+ DRE RR 0 
rr 
即 . 
2 dR ne 一 一 
”RR” 2r -二 ( 土 kr 一 n(n 十 1))K=0 
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当 尼 前 取 “ 十 ”时 RCr) 的 两 上 线性 无 关 的 解 为 n 阶 球 Bessell 孙 数 


:x | Xx 
D7 "+ 和 (kr) D7 nt} (kr ) 


所 以 Helmholtz 方程 分 离 变 量 的 解 为 


[x 2 / 天 m 
D7 n+ (kr)Y” (0,， 9) 9 77 et (kr)Y (0, 9) 


当 及 前 取 负 号 时 Helmholtz 方程 分 离 变 量 的 解 为 


27 T+} Ckr) Yr (0, 9)， /2 Kr} (kr)Yr (0, 9) 


Ciii) 三 个 册 型 方 程 球形 起 的 注 合 阅 题 和 边 什 癌 是 
问题 A,u 一 已， < 7 0 


w | -一 一 f(z， Vy， 之 ) | ， = 


其 中 r= 二 Vr 十 yy 十 z ,利用 球 毕 标 cr 0, 9) 和 分 离 变 量 法 可 
直接 设 解 x(r, 6，9) 为 球体 函数 的 登 加 ， 即 令 


ulr, 0, 9) = 5 51 Awcosmg + Bnsinmg) rm P"™ (cos0) 
根据 边界 条 件 得 | | 
f(0, 9) = > > (Amcosmg 十 Bmsinmg)riP" (cosO) 


了 二 站 凋 二 介 


所 以 
和 
A 


其 中 f 避 ， fr 是 1(0，9) 按 球面 图 数 系 展开 的 Fourier 级 数 的 系 
数 ， 所 以 最 终 得 解 


u(r, 0, 9) = > > fcosmg + fsinmg) () PrCcosb) 


特别 ， 如果 / (9， = f(0) ， 即 和 9 无 关 , 则 解 也 是 轴 对 称 的 , 实 
际 上 是 一 两 个 自 变 量 的 边 值 问题 , 可 令 


u(r, 0) = Yar'P,(cos0) 
及 二 人 必 
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由 边 值 条 件 可 唯一 确定 a 而 得 问题 的 解 . 


对 于 外 部 问题 
Au 二 0,7r ro 
ul|,=, = J (0, 9) 
一 


则 用 分 离 变 量 法 求解 ， 可 令 


ary 0, PD = VV Acosmy 十 Bunsinmg) -一 


十 1 
nn 二 人 二 0 六 


再 由 边界 条 件 可 唯一 地 确定 4.。，B。。 ， 从 而 得 到 问题 的 解 
其 它 类 型 的 边界 条 件 (ou 十 83) | 。 一 了 时 ,求解 的 方法 
是 类 似 的 . 而 在 第 二 类 型 的 边界 条 件 时 ,问题 有 解 的 充 要 条 件 是 


2 


[sa 加 引 | 10，pP)sinb0dyd0 = 0 
0 


r 一 7 0 


P™ (cosge) 


5 一 CA 一 0 人 0 7r< 7 
问题 一 2 io 一 PXT, y, z) 
u|,., 二 0 


其 中 7 二 WVZR 干 六 十 苹 ， 


9 (la (a) FA ou 
3f “<“\rigr\ 97 下 二 Ad aa 


ul|,o = plr, 0, 9) 
wl, =0 
利用 分 离 变 量 法 求解 可 直接 令 分 离 变 量 的 解 为 
T(D)R(r)Y*(9, q)， 代 入 方程 和 齐 次 边界 条 件 得 
7 十 ah47 一 0 (21) 
和 国有 值 问题 
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1d ,2dR TR+AR-— | 

jz2 dr dr (22) 
KR(ro)=0 

对 于 每 一 个 给 定 的 nln 二 0, 1，2,…) 此 为 球 Bessell 方程 的 固有 


值 问 题 , 其 图 有 值 为 A 二 wx ， 对 应 的 固有 函数 是 


-天 ou 
其 中 ww 是 Ji+i(wro) = 0 的 第 个 正 零 点 . 
对 于 每 一 个 4 二 A 二 w% 解 方 程 (21) 得 基础 解 为 


根据 全 加 原理 , 令 
ulr, 0, 9D，z ) 一 2 2 > AmcOsmY 十 Bmnisinmy) 
] 


J 了 《7 PY”™ (cosl)e at 


由 初始 条 件 得 
P(r, 0, 9) 一 2 之 ， > 人 .icos1a0 十 已 sinz7z0D) 
] 


二 dt Cwmar) Pr (cosO) 
由 三 元 函数 的 广义 Fourier 级 数 展开 可 唯一 地 确定 Awm，B,m ， 
从 而 得 出 问题 二 的 解 . 
从 分 离 变 量 的 过 程 可 知 , 三 维 调 和 方程 的 固有 值 问题 
AV 二 AV=0,r<r, 
Vl =0 
的 固有 值 是 A 和 = 二 = wa, n= 二 0, 1,2,…,k 上 二 1],2， … ,其 中 
wu RE J nt (Wro) 的 第 & 个 正 零 点 ， 每 一 个 固有 值 Vi, 对 应 着 2n 
十 1 工 个 线性 无 关 的 固有 函数 


Et (vw rr ) PP”™ (cost)eosmg, -天 (wr) P™ (cos#)sinmo? 
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m 二 0, 1,，2,…,，n. 此 图 有 函数 系 构 成 在 球 内 7r 太 7。 上 元 备 的 
正 交 系 . 右 在 球 坐 标 (r，9,，9) 下 ， 则 构成 长 方 体 域 410 委 > 委 mo， 
0 0 三 x,， 0 委 9 委 2r) 上 完备 的 带 权 函数 rsinb 的 正 交 系 . 

如 果 把 问题 二 改 为 三 维 波动 方程 球形 域 的 混合 问题 , 用 分 离 
变量 法 求解 的 过 程 是 类 似 的 而 固有 值 问题 则 完全 相同 , 这 时 解 是 
驻 波 的 办 加 

如 果 初 始 条 件 wm 2 网 = 二 87，0)， 即 轴 对 称 ， 则 问题 二 的 
解 也 是 轴 对 称 的 ， (r，2) ， 可 设 

u(r, 0, 1) 一 > ym 


k 一 1 n= 二 0 


am 由 初始 条 件 和 广义 二 元 Fourier 级 数 展开 而 唯一 确定 . 
3. 5. 4 Helmholtz 方程 的 边 值 问题 ., 恒 稳 振动 


(i) 三 维 Helmhotz 方程 的 边 值 问 题 . 
设 Astu 二 cu= J(M), MEN 
| u|w = PN) 
其 中 2 是 Re 中 有 界 的 区 域 , 3 是 它 的 光滑 的 或 逐 片 光滑 的 边界 ， 
前 已 所 及 ， 此 问题 的 解 和 < 的 取 值 有 很 大 关系 . 


= +3 CU rr) P, (cosO) ee wn 


(23) 


如 来 < 不 是 固有 值 问 题 
人 024) 
Vn 一 0 


的 固有 值 ， 则 问题 (23) 对 任意 的 /CM),， YCN) 存在 唯一 的 解 ， 对 
某 些 特殊 的 区 域 ( 如 长 方 体 , 球 域 , 柱 域 ) 可 用 分 离 变 量 法 求解 . 
”如 果 c 是 (24) 的 一 个 固有 值 , 那么 (23) 有 解 的 充 要 条 件 是 


[[[fapv.apam =— (ho ds 
总 者 


其 中 Y.(CM) 是 问题 (24) 的 属于 回 有 值 c 的 任意 固有 图 数 , 此 时 当 

问题 (23) 有 和 解 时 , 解 不 是 唯一 的 , 可 以 相差 问题 (24) 的 属于 固有 

值 c 的 任意 固有 区 数 ,对 于 某 些 特殊 区 域 也 可 用 分 离 变 量 法 求 出 
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“上 局 下 


(23) 的 解 . / / 
4 c= 0,r< ro 
例 ] | ,| -giN) 
鞭 中 + 二 VB 十 W 二 可 
当 c 委 0 时 ， 此 问题 有 唯一 解 ,在 球 坐标 (r, 0 9) 下 ,用 分 
离 变 量 法 , 可 令 


u(r, 8, 9)= b> 5 ( AwmicOSm9 下 B.Ssinmg) 


此 二 从 六 一 由 


-天 (7 一 cr)PmfcosD) 


再 由 边界 条 件 可 唯一 确定 A.，B 而 得 出 例 1 的 解 . 
当 c0 ,但 c 不 是 调和 方程 关于 球 域 第 一 边 值 问 题 的 固有 
值 问题 的 加 有 值 时 ,， 用 分 离 变 量 法 求解 . 可 令 


u(r, 0, 9)= 3 5S (4 xcos72t0 十 B "Sinmg) 


并 一 站 现 二 从 


} 


J +4(V cr)P™ (cos0) 


髓 由 边界 条 件 唯 一 确定 A,mn，Bn . 

当 c 之 0, 且 < 是 固有 值 问题 (24)? 的 一 个 固有 值 时 ,例如 设 
一 wi ， 其 中 wn 是 J 1+}1 (twro) 的 第 k 个 正 零 点 ， 则 固有 全 〈 Ww 对 
应 问题 (24) 的 固有 函数 是 


Sr (wr ) P™ (COSO) coOsmo, J + (wuar) PKcosODJsin7za0 


1 1 

rr Vr 
m= 0,1,2,%, :这 时 (23) 有 人 解 的 元 要 条 件 是 
COSMmO J ! 十 了 (war ) : 

和 Ctrlaloaieen ja 一 0 

当 此 条 件 满足 时 ， 也 可 设 四 


ulr, 0, P= SD A, cosm? 十 Bm "Sinmg) 


#0 m= 
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。 PPmcosl ) 


J tl (Tr ) 
7 2 


根据 边界 条 件 
DO，0) 一 > > (4 cos7292 十 BrnSinm?) 


n= 二 人 了 一 站 


] 


» P” (cosg) 


atl (Uniro) 
ro 

由 此 ,4 Bi(s 二 0, 1;2,，…,7) 可 以 取 任 意 的 值 , 而 其 它 的 4 
和 B 可 唯一 地 确定 ， 从 而 得 出 例 1 的 解 , 此 解 含 有 2/ 十 1 个 固 
有 也 数 的 任意 线性 组 合 . 

(i) 恒 稳 振动 . 

在 有 些 阿 题 中 需 在 一 个 有 界 区 域 0 中 求 三维 波 动 方程 

1 33 


i Aut f Mer, MEON 


满足 边界 条 件 
un = PN)e™ 
的 稳 态 解 
wwM,1) = VM)e™ 
称 这 种 解 为 恒 稳 振动 , 也 称 为 一 个 驻 波 解 , 它 是 关于 时 间 变 量 : 
的 周期 函数 , 把 此 种 解 代入 波动 方程 和 边界 条 件 得 Helmholtz 方 
程 的 边 值 问题 
AV 二 kV = FM 
V in = FN) 
其 中 如 = 芍 ， 所 以 求 稳 态 解 的 问题 就 是 求解 Helmholtz 方程 的 
问题 ， 有 时 就 称 Helmholtz 方程 为 波动 方程 . 
有 些 问 题 需求 在 一 个 区 域 0 中 满足 齐 次 波动 方程 和 齐 次 边 
界 条 件 的 非 零 稳 态 解 xCM, 1) 一 VCM)e”* ， 称 之 为 固有 的 振动 ， 
代入 波动 方程 和 边界 条 件 得 | / 
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YE) 
| A,V CM) 十 ZV =0 


Via=0 
所 以 求 这 种 稳 态 解 的 问题 也 就 是 求解 调和 方程 关于 区 域 2 的 固 
有 值 问题 . 


“3. 5.5 其 它 的 一 些 定 解 问题 


本 目 将 讨论 波 场 绕 射 ,电磁场 的 极 化 ,完全 刚性 障 阻 物 对 波 
场 的 反射 和 对 稳定 流 场 的 扰动 ( 绕 流 ) 等 提出 的 偏 微分 方程 的 定 解 
问题 . 另外 将 讨论 Schrodinger 方程 的 一 些 最 简单 的 问题 . 

(i) 设 场 比 射 问题 . 

波动 过 程 的 传播 伴随 着 折射 和 反射 等 现象 ,这 种 现象 的 有 关 
问题 归结 为 波动 方程 的 绕 射 或 散射 问题 . 

设 上 为 时 间 , M = (z，?，z) 为 空间 变量 ，x(M, z) 为 波 场 的 
分 布 ， 在 周期 力 /CM)e” 的 作用 下 , uCM, b 满足 波动 方程 


p 缮 一 产 (? 半 )+ 六 (P 针 )+ 六 (PE)+ fe cs) 
其 中 p, PP 是 介质 参数 , 它们 均 取 正 值 , 一 般 情 况 下 , 它们 是 空间 
变量 的 泪 数 , 现在 设 把 整个 空间 R: 分 为 有 限 个 区 域 , 在 每 一 个 区 
域内 介质 是 均匀 的 , p, P 取 常 数值 ， 所 以 在 每 个 区 域内 方程 (25) 
是 标准 的 波动 方程 ， 但 不 同 的 区 域 介质 参数 不 相同 ， 波动 方程 也 
不 相同 . 

今 需 在 整个 空间 求 稳 态 解 x(M, 1) = w(M)e” ,代入 方程 


《25) 得 


=( 5 了) 十 区 sj + 2 (p92)+ mee f 0) 


所 以 要 在 整个 Rs 中 求解 方程 (26), 通常 也 称 (26) 为 波动 方程 . 
设 Ri 中 有 个 互相 分 开 的 有 界 小 区 域 0Q.G = 1, 2, …，, n) 在 
{2. 中 介质 参数 取 常 数 P, 和 和 f;， 设 在 人 2 内 的 波 场 vCM) 为 v(M) , 
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在 这 个 小 区 域 之 外 余下 的 无 界 区 域 为 2。，, 在 2 和牛 介 质 参数 取 
Po。 和 p。, 波 场 为 v。， 类 似 地 记 在 每 一 个 区 域 入 内 的 外 力 为 广 ， 
从 而 得 下 列 统 射 问题 

Am + Rev, = F 


vi|an 一 vo | an, 

Ov 0 vo 
P, 二 0o 

on 0 dn 30， 


其 中 i 二 0, 1， 2 ew 7 
另外 ,在 无 穷 远 处 还 要 加 上 Sommerfeld 的 外 幅 射 条 件 : 
v, CM) = OC=) 
2 十 ovo 一 0( 二 ) 
对 于 这 种 绕 射 问题 已 有 较 完 整 的 数学 理论 . 例如 解 是 存在 和 唯一 
的 等 . 在 实际 应 用 中 , 通常 只 在 2 内 有 外 力 的 激发 , 即 了, 闫 0， 
fi=0,i=1,2,. | : : 
颖 射 间 题 嗓 党 党 表现 为 下 列 的 形式 ， 这 时 又 常 称 为 散射 问 
题 。 即 设 
v,(M) -一 wo lM) 十 dM), M 入 1 
其 中 称 vo(M) 为 入 射 波 , 它 是 已 知 的 ， 称 wo(M) 为 反射 波 ， 称 在 
各 人 (一 1]，2，……，72) 内 的 波 场 v(M) 为 折射 波 ， 而 得 下 列 散射 
问题 模型 ”| 
Asvwo 十 An = 0 


Ayv, 十 kr?v. = 0 
Vi | an, 二 《wo 十 vo) | a 
PR 


另外 芭 出 波 w, 在 无 穷 逊 处 应 忆 满 中 幅 身 条件， 
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wlM) = 0(F) 
/ 2 十 ikovwo 一 o( 二 ) 
例如 关于 单个 球体 的 波 场 散 射 间 题 , 设 
2 十 六 二 2 人 RR 
0 Rs 一 0 
DCM) 二 es-wr 《入 射 波 场 ) 
利用 球 坐 标 和 分 离 变 量 法 求解 反射 波 wo《M) 和 折射 波 v1(M) ， 
根据 问题 的 轴 对 称 性 可 直接 设 
wolr, 0) 一 Se 。 9 (Ror) P, (cos0) 


vilr, 0) = Sp,. 


ya + (kr)P, (cos0) 


凡 二 活 


可 以 证 明 ， 由 于 用 第 三 类 Bessell 人 H®, wolr, 0) 的 外 辐射 条 
件 成 立 . 再 利用 联接 条 件 / 
vilrs 0) | = Cwolr, 9) + eT ) | 


ov 
' gr 


9 To 


9 —ik reoad | 
r= Pl 37 | ar 


=—r 
7 一 70 


可 唯一 地 确定 a, 和 65, ， 从 而 确定 wolr, 昌 和 wil(r, 0. 

(Gi) 极 化 问题 . 

设 在 空间 Rs 中 均 为 均匀 的 介 电 常数 为 & 的 介质 , 在 此 介质 
内 有 一 个 背景 电场 E, 一 一 Yz，Asuo 一 0， 今 放置 一 个 介 电 常 数 
为 & 的 物体 0 在 此 电场 中 从 而 产生 极 化 而 得 到 整个 空间 的 电位 
Uo (XT, Yy, T) 十 Yo(Z， 》， 之 )， 在 人 外 
Uo (X,Y, 之 ) 十 v, (x) y, 之 )， 在 人 内 
其 中 wo(z, y, x) 和 vi(z, y, z) 为 激化 而 产生 的 感应 电位 它们 
应 满 尼 下 列 定 解 问题 : 


U(X, y, 2Z) 一 
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Asrwo 二 0， MED 外 
Asv1 一 0， MEN 


| 有 一 Za 


9 to ce 
ol Fe 十 dn 


另外 在 无 穷 远 处 还 要 求 


a 


wo — OC) 
例如 , 若 设 0 是 一 个 球体 式 十 十 xz? 亿 a*， 则 利用 球 坐 标 
和 分 离 变 量 法 求解 ,可 令 | 
wolr, 0, 9)= 3 5 ( Acosmo? 十 Bumsinmg) ( 4) Pr(cosb) 


一口 m= 人 0 


vi(r, 0, 9)= S\ y， (C， cos120 十 DnSinmg) ( ) PCcosg) 


天 二 从 鬼王 必 


然后 利用 两 个 连接 条 件 可 确定 An，Bnm， Cm， 了 Dw: 
特别 , 若 设 w(CM) = 一 Eoz 一 一 Forcosg ， 则 可 令 


wo = Wwolr, 0) = Da,( 2) Plcos0) 


.Ul 一 vi(r, 0) = 5b,( £) Pseosg) 
由 联接 条 件 可 得 


3 
和 
rz = — Ercosd — 
? 0 2E, 十 er 


E 一 Ei 
250 十 6 
(iii) 完全 刚性 障 阻 物 对 波 场 的 反射 问题 . 
设 Rs 中 有 一 个 入 射 的 波 场 
to(X, yy 之， 1) = ea (zr, 39? Z) 


它 满足 波动 方程 


| 一 ~ Ercos0 


dm 
Jp¢2 一 一 a’Au 
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即 uo《x，y，z) 满足 
Asuo (Xx, Vs» 2z) 十 有 2z lr, Vy， ZJ) 一 [0 
其 中 如 二 给 . 今 有 一 固定 不 动 的 完全 刚性 有 界 物体 9 放 入 此 波 
场 中 ， 由 于 刚体 表面 的 反射 而 在 0) 外 部 产生 的 恒 稳 振动 为 
U(x, yy 之 ， 1) 一 et (uo (x, ys 之 ) 十 wo (zt， yy， 之 ) ) 
则 反射 波 zw(z，>，z) 满足 定 解 问题 
| 4irou 十 two 二 0， (xX,，y,，z) E€ 人 0 之 外 部 


9 two _ 9uo 
on 0 dn 


及 外 在 无 穷 远 处 满足 癌 外 栖身 条 伯 
] 
ze 一 0(—) 


0 


一 一 十 ro 一 0( 填 =) 
如 果 站 为 球 域 二 六 十 z2 攻 R?， 则 用 分 高 变量 法 和 球 举 村 
可 令 


Wo (7, 9， 9) 一 


5 3 ( Ancosmo? 十 Bnsinmo?) 3 (kr)P™ (cos0) 


由 一 站 二 一 由 


由 边界 条 件 可 唯一 地 确定 4 和 有 
如 玉 uolr, 0， 9) 一 2o (7 0) ， 即 和 9 无 大 ， 则 反射 波 也 是 轴 
对 称 , 可 令 


to (7, 0) = DE EH (kr)P, (cos0) 
例如 ， 大 设 Uolr, 0) = e™*,， 由 于 


itreosd -- = > (27 + Di)* /OO FF +3(kr)P.(cos0) 


由 边界 条 件 可 得 
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wo(r, 0) 一 一 之 。 (27 十 1) (一 2)" 5: GR (kr)P, (cos0) 
其 中 : 
jnCkr) = ,| 5 +1(kr) 
é.(kr) 一 7 Cr) 


(iv) 绕 体 对 流速 场 的 拢 动 
设 在 Rs 中 有 一 稳定 的 流速 场 v 一 一 VwC(z，y,， xz) ,其 中 
JmCz，y，z) 为 速度 势 , 今 在 此 流 场 中 放置 一 党 体 人 ， 则 绕 流 局 在 
人 2 外 的 速度 场 的 速度 势 为 
PPT, yy 2) = Hx, YZ) 十 Wo(Z，y，Z) 
其 中 wo(z，y，z) 为 拢 动 的 速度 势 ， 它 满足 下 列 调 和 方程 的 外 部 
问题 


9 wo 
dn 


男 外 在 无 穷 远 处 应 有 


2 多 


20 on 


| Aswo(rt, y, 2) = 0, (xX, y, 2) € 2 外 


A? 


w, = O( 一 ) 


如 果 人 为 球形 域 , z 十 y! 十 zx? 志 a? ， 则 利用 球 坐 标 和 分 离 变 量 
法 可 今 “ 


wolr, 0, 9) = 5S S14, nCOSmE 十 B Linnp (2 ) PP"(cosd) 


并 二 站 m= 人 0 


骨 由 边界 条 件 而 可 唯一 地 确定 人 B,,. * 
(y) ”Schrodinger 方程 的 一 些 简单 问题 . 
在 量子 力学 中 为 研究 在 势 场 内 粒子 的 状态 需 讨 论 
Schrodinger 方程 
谢 型 一 和 Ap 十 Ur y, zh=0 
9 24 / 
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其 中 为 普 郎 克 常 数 , A 为 粒子 的 质量 ,上 为 时 间 ，(z，?，z) 为 空 
本 恋 量 ，V (x, y, z) 为 力 场 的 势能 ， 称 (zy, 2, £) 为 波 通 数 . 
在 量子 力学 中 需求 下 列 稳 态 解 

yx y, Z) 一 p(x, Je 一 
且 满 足 | 

| [|g (zx, y, 2)|*dzxdydz 一 1 


其 中 下 表示 粒子 的 能 量 把 稳 态 解 代入 Schrodinger 方程 得 下 列 
固有 值 何 题 


A (Xx, y, 2) 二 把 FE— UP=0 
J iwiarayas = 1 


其 中 ，-- 中 相当 于 因 有 入 由 此 国有 值 的 全 体 对 应 的 值 的 全 


体 构成 能 量 的 固有 值 谱 ， 相 应 的 固有 函数 加 (z，y，z) 称 为 稳定 
态 或 约束 态 . 如 果 能 量 的 固有 值 取 到 一 些 离散 的 值 5, ， 则 称 能 
量 量子 化 了 , 这 些 值 声称 为 能 级 ， 
在 量子 力学 中 讨论 谐振 子 时 可 得 一 维 Schrodinger 方程 的 固 
有 值 问题 
h? dzy 


2 到 + (Ek— UW=0 


(27) 
J a) dz —1 


其 中 J(z) 就 是 稳 态 解 中 的 如 ,但 今后 就 记 为 y ,而 把 上 述 方程 就 
直接 称 为 一 维 Sehredinger 方程 ,其 中 的 势 函 数 U = 二 U(r) = 


Zh’. 


引入 4= ja 一 \/ 训 -' 《一 二， 则 固有 值 问题 (27) 变 为 
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-y=0 


[1g pae = 1 
再 作 未 知 函 数 代 换 


J(E) = ea 

如 得 
di 
de? 


| ee lulaé 一 一 


此 为 Hermite 方程 的 固有 值 问题 . 它 的 固有 什 1 二 入 二 24 十 1 
二 0, 1, 2，.… ,对 应 的 固有 函数 为 


一 (26 二 1)z 十 妈 一 0 


jel He) 
Va V2 nl} x 


回 到 固有 和 值 问题 (27) 得 辐 有 的 能 级 
EE = hw(nt 3) 
对 应 的 稳定 态 为 


一 人 EE: (~ ) 


V(X) 一 py pd 1,.:2， 机 


在 量子 力学 中 的 意义 是 能 级 5, 的 粒子 在 数 办 上 的 位 置 这 一 随机 
变量 的 分 布 密度 为 19,(zx)|?. 
在 量子 力学 中 讨论 所 元 子 内 的 电子 在 其 核 产 生 的 库仑 场 中 的 
运动 时 可 得 三 维 sehrod nger 方程 的 固有 值 问 题 
Ay +% (EU y=0 
(28) 
foraeaye, -1 


190 


其 中 U 一 一 生 ， "二 VY x 十 入 十 2?， e 是 所 元 子 核 所 带 的 电 倚 . 

问题 是 要 求 固有 值 五 ( 即 固有 的 能 级 谱 值 )， 和 相应 的 固有 函数 

%Cz，y，z)《〈 即 相应 的 稳定 态 )， 且 设 天 < 0， 好 固有 值 为 负数 . 
利用 球 坐 标 (r, 8, 9) ， 则 问题 (28) 变 为 


3 多 十 之 引 十 二 Auo 十 敌 ( 眉 十 乞 )% = 


rr dr 
+oo 2T 完 


| rzd7 | dg| glzsingdg = 1 
应 用 分 离 变量 法 可 直接 设 

: pr, 6， 9) 一 RKR(r)Yr (9, 9p) 
则 得 


dR 2 dR 2 
了 7+ 攻守 十 [ 敌 (E+ 全) 一 


十 ce 


| r: | RCr) qr < 十 co 


为 了 简单 计 ， 不 考虑 积分 归 一 化 条 件 ,而 只 要 求 相应 的 积分 收 
伐 ， 


Li 十 Lt DR = 


引入 
4 一 i 一气, 一半 
并 作 代 换 
po 一 二 ,2 一 WOR 

则 得 

dy ,1dy 2 3 

| polyfde<+e 
其 中 了 一 2 十 1 
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再 作 代 换 : 二 pV 一 8e ,得 


z t | 
i 十 y 一 (二 十 二 jy 十 入 二 0 


pt < 十 co 
其 中 = 一 
VW — 2e 
guerre 方程 固有 值 问题 . 其 固有 什 是 二 ,十 下 一 十! 十 
1, n, 一 0，1，2，… ,对 应 的 固有 函数 是 
/ te ZL (2) 
最 后 回 到 问题 (28)， 当 国 有 值 4 一 和 为 二 n(n 二 1,2,…) 时, 即 
一 EE, 一 一 驳 二 时 ,除了 一 个 归 一 化 因子 外 对 应 的 固有 函数 为 


e272 1(t) Pr (cos0)cosme? 


,这 是 在 前 面 的 内 容 中 已 讨论 了 的 推广 了 的 La 


/ i‘e-2 L2t ， (2) Pr (cos0)sinmg 
其 中 /= 0， 1，2， (nm—1),m=0,1,."*,1. 所 以 一 个 固有 
但 五 对 应 着 1 十 3 十 … 十 24 一 == 个 线性 无 关 的 固有 孙 数 . 


而 其 中 := 各 各. 


习 题 三 


内 容 包括 :分 离 变量 法 (1-- 3) ，Bessell 函数 在 分 离 变量 法 中 
的 应 训 用 (4 一 5), Legendre 陆 数 和 球 国 数 在 分 高 变量 法 中 的 应 用 (6 
—7). 
1. 求解 下 列 定 解 问题 
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2 一 02， t > 0， Ozr<! 
i 个 
9 
(1) a |,o = p(x), EF = Yr) 
t=0 
9u| -0，az| _, 
9 并 0 dz 立 一 ! 
ud, 0 0 二 工 志 1 
9 并 
| 一 P(x) 
(uh) 一 
du 
(ut+h 3 ) 一 
A = 0,0<r<a, 0O<~ y= 
(3) &|,-。 = 0， u|,; = f(z) 
9u 加 
jx ,0 u|,.,. = g(y) 
9% ,9U ,9u 
3 一 4 azi teateut>0,0<7r<! 
《4)1 9u _ 
u|,-o = 0， | = yc) 
WU | ,0 一 0， u | -一 ， 二 0 
求解 下 列 定 解 问题 
2 z 
5 = qhsu, t >0, r < 过 RR 
(1) nu 
u|,_o = 0， jt ,= 7) 
zi|,=R 一 0 


其 中 + 一 VE 二 可 
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(2) WU | ,0 一 P(X) 


ul:-1 = 0， Ww|,-2 二 0 


3. 求解 下 列 定 解 问 题 
| 人 其 中 Cr，9) 为 极 和 


ul,_, 一 1 十 cos2，zx|,- = sin 
标 … 


X29 1 0,0<zr<1 


3 x 


(2)4 ul,o = uo 


9 
4 


. du 
2 | -0 一 SInz， 司 志 


4. 求解 下 列 定 解 问题 


r= 


2 (U7) 3),t>0, 0 一 工 一 ;7 
(1) du _ 
ul,-o = 0， 3t 1, PX) 


/ ul,_o 二 0, 2 在 zz 一 (附近 有 界 


5 一 arAvu, :>0,rR,r=Vr+y 


2 | ,0 一 9(7),， 


u | ,8 一 eC 


A,u ku -一 QO 


(2) 


G3) | 
ul|,r 一 Cos 
其 中 (r，9) 为 极 坐标 . 
4z 一 有 一 0 < 和 0 全 本。 
人 辐 汪 一 万 (O) ， 2 | ,= 一 j (DO) 和 Wh 为 角 兮 标 
Au = 0,a<r<6b,0<z<l r=Vr+y 
(5)4z| = 0, |i = f(7) 


zt | -。 一 0， 2 | 一 0 
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2 = arAou, t>>0r<k 
(6) & | 一 0， du =— Br)cosl 

: 9t | :=-0 

& | -=R 一 


其 中 (7， 0) 为 极 坐 标 . 
9. 设 《7， 0 z) 为 柱 坐 标 . 
(1) 求 A 十 Rw 二 0 分 离 变量 的 解 族 R(r)O(0) 2Z (2). 


(2) 求 2 = 一 一 4a42 分 离 恋 量 的 解 族 eR(r)B00)Z(z). 


6. 设 Cr，0，pP) 为 球 坐 标 , 求解 下 列 定 解 问 题 
Au 一 0， r RR 
(1) . 
_g 二 Sin’bcos’g 


他 = 一 0， r>kF 
|,-g = sin’bcos’y, limu 一 0 
G3) a = 全， r>>R 

ul,_r = f (0), limu 一 0 


,<R 
(4) 


1 
* 2 2 

一 一 一 Stn2Ccos2o 一 二 
5 r=R 了 3 


4 — ku=0,r RR 
ul|,_r = sin’OQeos’p 
ou 


7 一 Q at， :> 0， rr < 民 


(5) 


(6) 


|,_o = rsin?bcos’g 


2 |-R = 


7. 设 (r，9, 9) 为 球 坐 标 
(1) 求 how 十 kw 二 0 分离 变量 的 解 族 . 
(2) 求 su 一 ku 二 0 分离 变量 的 解 族 . 


(3) 设 强 一 e244 二 0, 求 分 离 变量 的 解 族 e™R(r)B(0)BC9). 
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4 积 变换 法 ,广义 困 数 
和 方程 的 基本 解 


4.1 积分 变换 法 


4.1.1 基本 的 积分 关系 式 和 共 亏 微分 算 子 


在 求解 和 人 研究 偏 微 分 方程 的 问题 中 , 分 部 积分 公式 起 看 十 分 
车 要 的 作用 . 最 基本 的 分 部 积分 公式 是 


je ) dx -一 jc ) 2 as 


十 fur)eosa Cz) (1) 
加 


其 中 zz 一 (zy zy wz)7 dr = 二 dz drs …drz 全 是 R' 中 
的 一 个 区 域 , a2 是 的 边界 , a 是 边界 上 的 外 法 同和 zx; 轴 的 夹 
角 . 此 公式 中 关键 的 一 点 是 因为 有 微分 但 等 式 


vz) 十 uz) HE 一 可-(w(z)o(D) 


即 右 端的 短 分 式 等 于 一 个 敬 度 式 ， 从 而 两 边 积分 即 得 积分 关系 式 
(1). 当 nn 二 1 时 , (1) 式 就 是 一 元 函数 的 分 部 积分 公式 , n = 二 2 时 
(1) 式 是 Green 公式 ,nn 二 3 时 (1) 式 为 Gauss 公式 . 可 以 一 般 地 称 
(1) 为 Stoks 公式 . 分 部 积分 公式 把 关于 畏 数 (x) 的 导数 转移 到 
关于 v(x) 的 导数 . 

革 于 积分 公式 (可 引入 共 弦 微分 算 子 和 苍 微分 方程 的 
念 ， 设 二 阶 线性 微分 算 子 
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L [u] = Dp32 (7) Se + DC z) FE + clr)u 
不 妨 设 ai (CZ) 一 CQ， 2) x 设 
Lv]— > > 5 5 二 (Cox(tz)oCD) 一 了 3 bv) + el)o 


则 称 L* 是 工 的 共 亏 微分 算 子 ， 不 难 验证 , 工 也 是 L* 的 共 红 微分 
算 子 , 即 工 和 工 * 是 互 为 共 堪 的 ， 称 L* [zw(z)] = SCz) 是 工 
[zx(z)] = f(z) 的 共 印 微分 方程 . 如 果 了 一 工 时 ， 则 称 工 = = 
f(x) 是 目 共 罗 的 微分 方程 . 例如 ， 
二 阶 线 性 常 微分 算 子 
L [u(rz)}] = azs(r)u’ (zx) 十 aiCZDOU (zr) 二 aor 

旭 | / / 
1*(o(z)) = 和 (as(Cz)o(z)) — 所 (ai(z)o(z)) + ao(z)v(z) 
如 有 果 ai(z) 二 a! ,(X)， 则 成 为 目 共 入 算 子 


人 (az(z) § Se) 十 ao(r)u 
n 维 Laplace 算 子 A, 一 -2 2 十 “十 5 是 自 共 锯 的 
n 维 波动 算 子 _ ua, 是 自 共 久 的 
n 维 热传导 算 子 之 一 az4, 是 非 自 共 思 gc 的 , 它 的 共 罗 算 子 是 


9 2 
a 人: 
互 为 共 罗 的 二 阶 线 性 微分 算 子 L 和 LL* 有 下 列 微分 恒等式 
vr)L [u(r)) — u(r)L* {v(x) | = , 2 (2) 


其 中 
Pr =D) as(z)o(z) FE us az)z)) |+ bz)uo 


即 vL [wu] 一 uwL* [wv] 是 一 个 散 度 式 , 各 P; 只 是 u,v 和 wv 的 一 
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阶 偏 导数 的 双 线 性 微分 式 
根据 向 分 得 等 式 (2) 两 边 积 分 得 基本 的 积分 关系 式 

je Fu] — uL* [vj]dzr = b 3 Peosat)d: (3) 

比 公式 是 基本 的 分 部 积分 公式 (1) 的 推广 , 它 在 二 阶 线 性 偏 微分 


方程 问题 的 讨论 中 起 着 重要 的 作用 
如 果 uC《x), v(x) 在 中 的 边界 上 满足 适当 的 齐 次 边界 条 件 使 


.积分 关系 式 (3) 右 问 沿 着 a2 的 积分 为 索 ， 则 有 


[Bs [wu ldzx = Iz: [vldz 
如 果 xz)，v(CZz) 分 别 满足 微分 方程 


L [ulrx)]= fx), L*[v(x)1 = g(x) 
则 有 


Jer- to)dz = [BPeosods 


在 一 定 条 件 下 ， 基本 积分 关系 式 (3) 中 的 区 域 9 也 可 以 是 无 
界 的 ， 这 时 2 的 边界 92 是 一 无 限 延 伸 的 曲面 或 曲线 . 


4.1.2 积分 变换 


说 1(z) 是 定义 在 La, 可 上 的 图 数 , 天 (zy 4) 是 定义 在 La， 
b] x A 上 的 二 元 函数 , 即 天 (z, 4) 是 定义 在 [a, 5b] 上 的 含 变量 
的 消 数 族 ， 其 中 4€ 4, 4 是 数 的 某 一 集合 , 它 可 以 是 一 个 区 间 ， 
也 可 以 是 一 个 数列 ， 也 可 以 是 复 平 面 上 的 一 个 区 域 ， 则 称 


六 = |Kcz, fcrdzr, XEA 


六 


为 f(x) 的 积分 变换 , 称 尺 C(x， 4) 为 积分 变换 的 核 函 数 , 称 fA) 


为 f(z) 的 象 函数 , 称 f(z) 为 Ki) 的 原 函 数 . 
一 般 原 函 数 f(x) 是 在 某 一 个 函数 空间 M 中 变化 ， 相应 的 象 
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函数 广 为 另 一 函数 空间 M, 中 的 元 素 ,， 所 以 一 个 积分 变换 决定 了 
一 个 从 M 到 M' 中 的 一 个 映射 天 
MM —> Mf 


/ K, f(z) > K [f(2)] = £0%) - 
重要 的 是 需要 这 个 卫 射 存在 唯一 的 道 映 射 ， 即 反 变 换 7 ， 直观 
地 讲 ， 需 要 积分 变换 的 函数 族 到 (z，14) 具有 某 种 完备 性 ,使 得 可 
以 由 象 函数 来 唯一 地 确定 原 函 数 . 下 面 列 出 一 些 重要 的 积分 变换 
及 其 反 变 换 的 公式 

Fourier 变换 FT 


fi 一 | reoe-eaz 一 下 [jz)]， AE R 
反 变 换 的 公式 为 。 
f(x) = 去 | 7 headh = F-i[ fC)] 
Fourrer 正弦 变换 F,T 
fid) = {pewsinizds Frf()1 A>0 
反 变 换 的 公式 为 
f(x) = 让 fsinAzda = F-if f(x)] 
Fourier 余弦 变换 
: f(N = i f(x)cosirdz = FLf(z)] 4 之 0 
反 变换 的 公式 为 
f(x) = 2 Kecoshrda = FIf Fz)] 


业 
Laplace 变换 LT 
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十 oo 
fp) = | foyerar = L [Lf] Rep > 0, 
反 变 换 公 式 为 | 
好 十 TCD 
1 
/10 一 这 上 」Aaerdae 一 二 ED] 
Mellin 变换 MT : 


M 
fes) = | fir)ridz = MI[f/(z)], Res 


反 变 换 公式 为 
了 十 EC 
f(x) 一 5 | fls)rx ds = MiL f(s) |] 


7 除 Hankel 让 换 五 了 
二 oc 


六 0 = {zl ANdr = Hf >0 
反 变 换 公 式 为 
f(z) = | WGz) fx = H7 [fC)] 
有 限 Fourier 变换 IFT 
a, 一 |reoee zdz, n= 0,1,. 


—i 
i 


b, = | fsin zrdz 


—t 


有 反 变 换 公式 为 
f(x) 一 了 十 了 (asces 了 xz 十 Psin x) 
有 限 Fourier 余弦 羽 换 7 下 .了 


| 
Qa» 二 | Foeos 了 xzdz， n= 0,1, 


0 
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反 变 换 公 式 为 
f(r)= 了 十 了 ?Dacos x 
_ 有限 Fourier 起 赤 多 IFT 
一 [ensin 了 dz 7 一 1，2，… 
反 变 换 公式 为 。 
f(z) = Lt Ts 
有 限 的 Hankel 变换 IH,T 
-| zFCz)JyCaeo， x)dz, n=1, 2,- 
其 中 rw。 是 JrCwa) = 0 的 第 > 个 正 根 ， 反 变换 的 公式 为 ， 


jzZ) = pe > ee ,£) 


上 述 积分 变换 及 其 各 种 性 质 有 专门 的 著作 加 以 讨论 ， 有 专门 

的 积分 表 可 以 查阅 ,尤其 这 些 积分 变换 把 微分 运算 变 为 简单 的 代 

数 运算 的 性 质 使 得 它 们 在 微分 方程 的 应 用 中 具有 基本 的 意义 ， 将 
在 具体 问题 的 讨论 中 加 以 分 析 介 绍 . 

职 分 变换 的 概念 和 上 述 一 元 函数 的 积分 变换 可 以 推广 到 多 元 

申 数 的 情况 , 元 图 数 的 Fourier 变换 为 


F [f(r)] = f(2) = | roe tadr, AE R" 
re 
其 中 ce， Xo “" ,x0)T A= (A ， A,， .hr， dz = 
dzidzo…dzy 4。 “一 hl 十 Mz 二 :十 xn : 它 的 反 演 公式 为 


一 [f(z)] = f(r) 一 pe , Es [ve 
和 用 分 部 积 人 公式 ， 它 也 具有 和 和 分 过 和 为 人 二 性 册 ， 
叶 27]- FA) 
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二 维 Laplace 变换 为 
fp ， Pz2) = 17e » to)e Partpztdiidt ，Rep 之 0o1, Rep, 之 as 
0 0 
它 的 反 演 公式 为 
J icogs + ioo 


ft » ft) 一 a | | fip, 9 ps )e Pt hz dpidp2 


| 2 一 159 


1 


“4.1.3 ”上 应 用 积分 变换 解 偏 微 分 方程 的 一 般 原理 


应 用 积分 变换 来 求解 但 微分 方程 问题 时 , 目的 是 使 原 函 数 空 
加 中 的 微分 运算 转变 为 在 象 函数 空间 中 的 较为 简单 的 运算 ， 把 原 
偏 微分 方程 的 问题 转化 为 日 变 量 较 少 的 微分 方程 问题 或 代数 方程 
问题 , 在 象 空间 求 得 解 后 再 由 反 演 公式 得 出 原 问 题 的 解 . 根据 具 
体 的 问题 来 构造 或 选取 一 个 积分 变换 就 是 要 决定 核 函 数 . 为 简单 
计 ， 以 两 个 自 变量 二 阶 线性 双 曲 型 方程 的 混合 问题 或 初 值 问题 加 
以 分 析 ， 议 

a (x) 本 2 ; 十 az) 5 二 一 ~ 十 Qo (xX)u 


yy ba 7 十 bo lt)u, t>0,a (<r<Lb 


= bt) 3 


ul|,-o = YX), 2 一 YJ(T) 


Ul|sa = Mt), ulss = p(t) 
其 中 ar(z) 盖 0， 忆 (区 二 0， 如 果 (a, 0 为 (一 co，co) 则 成 初 值 
问题 . 设 方程 中 左 端 的 微分 算 子 为 L! ， 它 只 含 对 于 自 变 量 z 的 导 
数 . 右 端 的 微分 算 子 为 22， 它 只 含 对 自 变量 上 的 导数 . 

设 相 对 于 自 变 量 x 对 未 知 函 数 x(z, 1) 和 相关 的 函数 作 积 分 
变换 , 天 (z，4) 为 积分 变换 的 核 项 数 , 即 在 方程 中 乘 上 天 (并 ,4%) 
然后 由 < 到 6 积分 , 对 相关 函数 yx) 和 yy(z) 也 这 样 做 得 
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如 b 
| Kx Lfur, 1) dx = | KCz, Lfulz, 1) dz 


6 


6 z 
lucz, 0O)K(zx, A)dz = |wzK(z， A)dz 一 Ca) 


- 6 z 
| EEK, Var = [9 K(z, Vdz = $C 
根据 分 部 积分 公式 得 


如 


jwcz， LL*{K(r, 4) ldz 十 pr, A) [2 -- Lfau(lA, £)] 


a 办 


9 u(A, 0) 站 
3t = 
其 中 


plr， A) = as(TX)K (Xx, A) 2 一 其 ax Kz, 4) ) 十 CR 


L*[fK(Czx, 人 1] = gC) KCr, A)) 
日 在 边界 X= 二 a 和 二 5 满足 适当 的 边界 条 件 , 使 p(x, AM) 有 可 以 
根据 uCz, t) 和 (x, 4) 边界 条 件 确定 , 已 知 函 数 A(X, 1) ， 从 而 
得 关于 uC4, 2) 的 常 微分 方程 的 初 值 问 题 

LfulA, £2)] 一 gz 人 hy 2) 十 CA， 2) 


0 uw (A, 0) 人 
a 一 P(A) 


由 此 确定 x(4, 1) ， 然 后 由 反 演 公式 求 出 


u(x, 1) 一 开 -I[oCA， ED 
特别 ， 对 于 有 界 的 区 间 [a, 5] ,车 选 (x, ) 满足 


Li[K(rx, 2) = g(W)K(zr, A) 
z K(x, 4) | 一。 =~ 0, Kl(r, MA) |.» 一 0 


203 


则 成 常 微分 方程 的 固有 值 问题 . 由 此 确定 参数 的 取 值 范围 和 核 
晒 数 天 (过 ,人 ) ， 

从 上 面 的 分 析 可 知 , 积分 变换 实质 上 就 是 根据 分 部 积分 公式 
把 微分 运算 Li[u(zx, 为 ] 转移 到 对 核 函数 天 (z，h) 的 微分 运算 
Lx [K(x，)]， 如 果 选 取 玉 (Cz，)1) 满足 L* [K(x, 和 )] = 
g (WK(z, 放 ， 则 原 函 数 空间 中 微分 运算 就 转化 为 象 函 数 空间 中 
的 代数 运算 , 通常 g(4) 是 4 的 代数 多 项 式 . 另外 还 要 注意 核 函数 
K(x，4) 边界 条 件 的 选取 ,使 得 由 u(x,t) 和 K(xz，4) 的 边界 条 
件 能 确定 出 pCzx，, 和 D1. 

如 果 要 相对 于 自 变量 1 作 未 知 函 数 和 相关 函数 的 积分 变换 ， 
其 分 析 的 方法 是 类 似 的 . 
4. 1.4 ”用 积分 变换 法 求解 的 一 些 典 型 问题 

问题 一 ”热传导 方程 的 初 值 问题 . 
a :>0,7rxER! 


'u |.-0 = P(X) 
相对 于 目 变 量 > 作 未 知 函数 和 相关 画 数 的 Fourier 变换 得 


| 业 人 2) 二 一 a2X2u CA, t) ， 


u(A, 0) = CCA) 


设 


2 1) = ONe 
由 于 
FI[gCD] = Pz) 


Fi fe 4 — 


e datt = Ux, 1) 


1 
2a Wxt 
根据 Fourier 变换 的 折 积 定理 得 
ux, t= XKRU(r, t) 
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dé 


”2a 3 | pe- 


称 此 公式 为 Poisson 公式 . 

上 述 的 推导 过 程 只 是 分 析 过 程 ， 在 古典 的 意义 下 并 不 知道 
YX) ,ulz，,t) 是 否 可 以 进行 Fourier 变换 ,所 以 还 要 进行 综合 工 
作 , 验证 所 得 的 形式 解 ， 给 出 问题 的 古典 解 ， 同时 还 要 讨论 解 的 
唯一 性 和 稳定 性 . 

首先 从 Poisson 公式 可 知 , 只 要 wz) 连续, 且 当 |z| 一 co 时 
[8(z) | 增长 不 是 很 快 ， 例 如 不 超过 指数 函数 es”， 则 当 > 0 时 ， 
所 得 的 xz 芭 是 无 穷 次 连续 可 微 的 ， 它 给 出 方程 的 古典 解 . 另 
外 这 时 也 可 以 证 明 u(z,z) 满足 初始 条 件 ， 所 以 在 此 条 件 下 Pois- 
son 公式 给 出 问题 的 古典 解 . 另外 在 假设 当 |zx| 一 ce 时 解 的 增长 
也 不 超过 指数 函数 的 条 件 下 , 也 可 以 证 明 解 是 唯一 的 , 这 时 Pois- 
son 公式 给 出 问题 唯一 的 解 ， 而 问题 的 稳定 性 可 以 由 解 的 公式 直 
接 证 明 . 加 四 
” 当 Kx) 只 是 分 段 连续 ， 有 一 些 第 一 类 的 间 断 点 ， 但 1 PCz) | 
所 从 时 ， 则 从 Poisson 公式 中 可 以 知道 ， 这 时 当 1 > 0 时 , u(x, 1) 
仍然 是 无 穷 次 连续 可 微 的 ， 这 叉 一 -次 表明 热传导 方程 解 的 光滑 性 / 
各 波动 方程 有 本 质 的 不 同 ， 且 当 i 宇 0 时 ， 

~ 元 | qe =- M 
即 jx(z, 芒 | 也 是 有 界 的 ， 且 其 界 仍 为 ,MM . 当然 这 时 泊 松 公式 只 
给 出 问题 的 广义 解 ， 在 YZ) 有 第 一 关 半 灶具 处 初 姑 条 作 得 个 到 
满足 . 
对 于 非 齐 次 次 热传导 方程 的 初 值 问题 


| ou 9 9 + zy 有， tt>0,rxE€ER! 


Iu (lx, 


ot 

J 0) = oz) 
应 用 齐 次 化 原理 立即 可 得 
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2 (tt) 一 | | fl€, rt) se ge 
T(t 一 了 工 ) 
如 果 应 用 ? 维 的 Fourier 六 抽 则 可 得 n 维 热传导 方程 初 值 


问题 


| 5 一 qrAt, :>0,T7E€E RR’" 
u | -oo = PL) 
解 的 Poisson 公式 
] (z 一 人)2 十 十 (z 一 全)2 
Ce 
(2a VY J? 
问题 二 ”波动 方程 的 初 值 问题 . 
T= gh t>0,rER 
| 
U |,o 一 一 0 ， 于 ,0 = 一 P(X) 


此 问题 的 解 在 第 二 章 中 已 解决 了 ,n== 1 时 可 以 用 D’ Alembert 公 
式 给 出 问题 的 解 ,n = 2, 3 时 由 Poisson 公式 给 出 问题 的 解 ,对 于 
一 般 的 a 也 可 得 出 解 的 积分 表达 式 . 现在 用 Fourier 变换 来 求解 9 
方法 更 为 统一 , 但 作 反 变换 时 将 过 到 较 大 的 困难 . 

相对 于 空间 变量 z 作 未 知 晒 数 和 相关 函数 的 元 Fourier 变 
摘 得 


qd27 A 
di opu 
1 | ,0 一 0 
Dz ; 
az t= 二 0 $0) 
其 中 入 三 (WN,， A 二 十 相 十 十 … 十 丸 ， 所 以 得 
Ch, £1) = GN) LE nae 


奢 设 
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smacot] 
F ee | = U(r, i) 
则 根据 =” 元 Fourier 变换 的 折 积 定理 得 
az, = [GU — &, Dd 
Rr 


但 是 由 于 维 数 的 不 同 , -<2/ 的 原 函数 就 有 很 大 的 差别 ,而且 当 ， 
> 3 时 , 在 古典 的 意义 下 反 演 公式 的 积分 是 发 散 的 , 这 种 问题 又 
激发 人 们 去 创造 新 的 数学 理论 吉 以 克服 ,这 就 是 广义 函数 的 理论 
和 发 散 积分 的 理论 , 在 下 一 节 中 将 介绍 这 种 理论 , 使 得 Fourier 
变换 和 道 变换 及 其 它 的 征 积 分 的 运算 均 可 畅通 地 进行 . 

当 双 一 11 时 


1 
p71( Sept) — rz £) = a [zl 一 at 
a 
0, 其 它 
所 以 


. 工 | 十 二 
U(X1, t) -一 DT) KU(T, t) = 一 2 | pCE) dE, 


这 就 是 D' Alembert 公式 . 


当 n 一 2 时 : 
F(T ) = Un, r,t) = 
5 | X11 十? < Ce 
V (at)*— Xi— x? z 
0， 其 它 
所 以 | 
(Zi zy t) = pr, rT RUCz, Xs, £) = 5 | SE edé, 


J Vi 
其 中 所 一 (和 一 并 ) 十 (#: 一 X2)*，Ds 表示 以 (Xx, ZX) 为 中 心 af 
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为 半径 的 圆 域 ， 这 就 是 Poisson 公式 . 
当 之 3 时 . U (zx, 2) 亿 奇 异 的 三 义 国 数 ， 其 意义 将 在 下 一 他 


”中 介绍 . 例如 : 


n 一 3 时 , F-!( oe) - 


其 中 5 表示 广义 函数 中 的 脉冲 函数 ,r= 二 x? Tt Zi ， 根 据 
上 义 函 数 的 运算 也 可 得 出 Poisson 公式 

.U(X1, Xs, Zs: zt) 一 tM*|[y| = J (x) *U(r,t) 
对 于 更 大 的 = 对 ， U(z, 将 是 具有 更 高 奇异 性 的 广义 函数 ， 例如 
n 一 5 时 ， 


SInaot 一 1 S (r 一 at) jc 一 at) 
四 人 ap )-， zy 1) = se (at)’ (az 六 2 


根据 广义 函数 的 运算 也 可 求 得 5 维 波动 方程 初 值 问题 的 解 
r,t) = Wr) KUr, 1) 
问题 三 ”半空 间 调 和 方程 的 边 值 间 题 . 
先 讨 论 半 平面 二 维 调 和 方程 的 边 值 问题 


| 3% 9 0 yy0,reR 


Slr ~— at) =U(z, 1) 


pr 


u(x, 0) = f(z) | 
相对 于 自 变量 z 对 未 知 函 数 和 相关 的 函数 作 Fourier 变换 得 


dzu(A, y) .~ 
| 


u | Mo = f(N) 
若 要 使 当 y 一 十 ce 时 w(4,y) 有 界 , 得 
a, 一 大 he 
由 于 


F-i(e™ Wy) 一 pe 一 U(z, y) 


u(x, y)= f(x)*wU(rx, y) 


_1| yy 
一 7 (0) Cz TF ye 


对 于 半空 间 三 维 调 和 方程 的 边 值 问题 


9 
3 十 孜 十 入 一 0, =>> 0， (zx, y) ER’ 


u(x, y, 0) = f(x, y) 
相对 于 自 变 量 (x, y) 作 末 知 消 数 和 相关 函数 的 Fourier 变换 ， 则 
得 
du’: (A ,A,, 之) ~ 
df 
aX, hs 0) = fs ha) 
车 要 使 当 z 一 十 ce 时 , (1, 加, z) 有 界 ， 则 有 


wu (Ah ， 4 ， 2Z) 一 CN， A)e 


其 中 p 二 VW 十 交 ， 由 于 


1 之 


27 (7 Fy FT Ys ?) 


F-i(le “) = 


所 以 
uz, y, 2)= fr, y) KU(zr, y, z) | 
1 Dz 
| 去 | (xz— 6) 二 (yO— ?十 EA 
对 于 半空 间 维 调和 方程 的 边 值 问题 
At 一 0， a > 0， (1， 过 29 ”5 X11) 和 民 "” 
2(Z1， "ey 一 1 0) 一 f(x, 十 2 ""*, Xn_1) 
相对 于 目 变 量 (zi， xs，…， Xx-_1) 作 (n 一 1) .元 Fourier 变换 得 
d?u (A, zx,) . z 
dz? 


piu (A, 六 ) — 0 


AA, 0) = f(%) 
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其 中 A 一 (41， 人 2 ， “0 和 1) ， pp” -一 AI 十 机 十 /1 。 得 
Lh, x,) = fe-™ 


由 于 
有 (二 ) 
__ 一 pr " 2 A 
Fe GT Ut te) 
i 内 
所 以 


TT ) — f(z ge Ss ) LA 1 ， 过，) 


Hf 
2 | raf (1 1) js 
"2 ( (Xi 一 6， 7) 十 … 十 (Xa 1 一 二 1) 十 ys zy id 


问题 四 ” 半 无 界 区 间 一 维 热传导 方程 的 混合 问题 . 


du ,zx> 0， t>>0 


ot 
娘 1x|， = glz) 
J 一 g(t) 


由 于 Fourier 正弦 变换 有 下 列 性 质 : 

Ff (zr) =— XFL A 0) 
所 以 上 述 混 合 间 题 应 用 相对 于 目 变 量 工 作 未 知 消 数 和 相关 区 数 的 
Fourier 正弦 变换 得 


| de, 一 一 a 十 a’Ag li) 
u|,_o = P(N) 
所 以 
ZA, £) = lA)e™ "4 eee nd 
由 反 演 公式 得 


二 oo 


u(x, £)= 全 | p(Ae™*'sinAzdA 
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t 二 co 
2 
十 32 g(r)dr | Xe * sinArdA 
0 0 
上; 二 oo 


一 三 | pe)d | e'sinArsinAed 
0 0 


t 十 co 
2 2 
十 2 gCrdr | he + en oinArdA 
0 0 
十 ce 


l Ed (te 
一 | we， Do Le- 4a2 一 人 4a2 laé 
0 
] 2 
十 pl Ce att—ndr 
0 


这 里 直接 利用 了 积分 公式 | ecosbzdz 一 Ve 
另 一 种 解法 是 根据 释 加 原理 ， 可 令 


zUCZy ti) = u(x, 1) u(r, 1) 


其 中 (zx, 和 ws(zx,z) 分 别 满足 


3 dW {9 _ jg29 
at 9x’ at 9 
zi | -一 p(x) Ws|,_o = 0 

Ui| >-。 二 0 Uz | :0 一 g(t) 


对 于 (zy z#) 可 应 用 相对 于 目 变 量 z 对 未 知 阻 数 和 相关 四 数 作 
Fourier 正 弱 变 换 得 出 ,也 可 以 利用 延 拓 法 把 Xz) 奇 延 拓 到 
(一 co，ce) 上 , 然后 直接 应 用 初 值 问 题解 的 Poisson 公式 得 出 . 
对 于 u(x, t) 可 应 用 相对 于 自 变 量 t 作 未 知 沙 数 和 相关 陆 数 的 
Laplace 变换 得 


> dd ， 力 ) 
| or daz p) -一 pu (xX, pp) 


us (xX, p) | 20 一 g(p) 
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考虑 到 当 p > co， Rep 之 om > 0 时 , 作为 古典 意义 下 的 Laplace 
变换 x 应 该 趋 于 零 ， 所 以 取 


ps 
xz(Z， pb) 一 -一 glp)e 
由 于 


Sn 
和 

| 

Cs 
AN 

B 
“要 

下 
Me 


-1| _Yp | 十 一 一 
L | 。 | pp /Ee 
根据 Laplace 变换 的 折 积 定理 得 


ux, t= g(t 一 一 一 一 一 e 一 1 


2a W 372 


f 


和 = dr 
ja 7 Vir da“ (#—r) 
对 于 第 二 类 边界 条 件 下 一 维 热 传导 方程 的 混合 问题 

9u 多 

dt “gx 

Wi0 一 p(X) 

ju z 

口 工 | -0 


处 理 的 方法 是 类 似 的 . 由 于 已 [L 户 (z)] 王 一 FLAFGz)] 一 六 (0) 
,所 以 直接 的 方法 是 相对 于 自 变量 x 对 未 知 函数 和 相关 函数 作 
Fourier 余弦 变换 , 使 偏 微分 方程 的 问题 变 为 常 微分 方程 的 初 值 
问题 ， 求 解 常 微微 分 方程 后 由 反 演 公式 得 原 问 题 的 解 ， 另 一 种 方 
法 是 根据 蔡 加 原理 把 问题 分 解 成 两 个 较 简 单 的 问题 ,其 一 用 
Fourier 余 蓄 变换 法 或 用 把 人 zy) 偶 延 拓 直 接应 用 Poisson 公式 得 
出 解 ， 另 一 个 问题 用 Laplace 变换 方法 求解 . 
对 于 第 三 类 边界 条 件 下 一 维 热传导 方程 的 混合 问题 


一 g(t) 


du 9u 
Dt “ax 
Ul | ,0 -一 P(X) 
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工 一 心 


要 应 用 相对 于 自 变 量 zx 作 相 关子 数 的 积分 变换 求解 ， 显然 这 时 用 
Fourier 正弦 变换 或 余弦 变换 是 不 可 行 的 ， 可 以 想到 这 时 积分 变 
换 的 核 函数 应 该 是 既 有 正弦 函数 又 有 余弦 函数 ， 为 此 根据 积分 变 
换 的 一 般 原 理 ， 选取 核 函 数 天 (z，)1) 满足 

小 天 


A 

J AK 

( 窒 一 二) 一 0, 工 悦 十 ce 时 天 (xz, 4) 有 界 
二 必 


由 此 可 得 

hsinaAxz 十 Acosar 
当 瑚 一 0 时 得 余 纱 变换 , 相应 于 第 二 类 边界 条 件 , 当 h > oo 时 得 
正 弱 变换 ， 相 应 于 第 一 类 边界 条 件 . 这 样 可 得 较为 一 般 的 积分 变 
换 


十 ce 
AD = | 7(z)K(z, Vdr, iF0 
可 以 证 明 反 变换 公式 为 
十 oo 
f(z) = 2 | FOKCz, Wd 
当 用 此 积分 变换 解 所 列 混合 问题 得 
0 DD) gala, #) 


u(A, 0)= 9% 


K(lr, 4) = 人 之 0 


得 
LN, 划一 Ae 
根据 反 演 公式 得 
十 ce 
u(x, t)°= | ze- KCz, A)dA 
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Oo 二 9 
2 一 a202 
-- 四 | K(é, DKCr, We ‘dX 


十 ee 
— | OEIU CE, zx, 1)dé 
其 中 


二 cc 


U(E€, rx, 1) = | KG, AK(r, Me dA 


对 于 半 无 界 区 间 一 维 波动 方程 混合 问题 可 完全 类 似 地 用 积分 
变换 来 求解 . 但 是 这 时 用 通 解 法 (即行 波 法 ) 更 为 直接 和 箱 单 . 
问题 五 ”有 界 区 间 一 维 热 传导 方程 的 混合 问题 . 


du ,9% 
Ee 一 攻 Fr? 上 > 0， 0 < 这 < 
i 


x u | ,0 一 P(N) 
& | -0 = 8g1(t), ul = gt) 
由 于 有 限 的 Fourier 正弦 变换 有 下 列 性 质 


i i 

2 
Ir (x)sin zdz=— (Pe) | f(z)sin rdz 
|] 和 


十 了 了 (0) (一 1)"f()) 


所 以 相对 于 目 变 量 x 对 相关 函数 作 有 限 Fourier 正弦 变换 得 


| Cu | EE) an) 十 | 4 雪 (g(t) — (— 1)"g,(t)) 


| Wu,(0)= 0% 
其 中 


i 
u(t) = jucz, tf)sin xdz 上 
i 


mr)sin " dx 


自 常 微分 方程 初 什 问 题解 得 un(t) ， 再 根据 有 反 演 公式 得 出 原 问题 
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的 解 
u(x, 1) 一 4 Du, Ct)sin 本 zx 
这 里 进行 的 积分 变换 和 分 离 变量 解法 实质 上 是 相通 的 ， 积 分 变换 
的 核 函 数 族 sin zx 是 由 分 离 变量 时 的 固有 函数 系 所 确定 的 . 但 
是 积分 变换 处 理 的 格式 更 为 统一 ， 它 不 需要 把 边界 条 件 齐 次 化 即 
可 进行 . 
对 于 第 二 边界 条 件 下 的 混合 问题 


Ou ,9% 

97 < jz t>0,0<r<L 
u|,o = F(X) 

du ou 

jx -一 81(t), - ~ | -一 Bt) 


类 似 地 可 用 相对 于 自 变量 并 各 相关 奈 效 作 有 限 的 Fourier or 余 政 变 
量 来 处 理 . 积分 变换 的 核 为 CDOS 本 z， 1 一 0 ，， 


对 于 其 它 边界 条 件 下 的 混合 问题 ， 用 积分 变换 求解 的 方法 是 
完全 类 似 的 , 变换 的 核 由 相应 的 固有 值 问 题 的 固有 吗 数 系 确定 . 
由 于 Laplace 变换 有 下 列 性 质 
LF (DD}= pL Lf0)] ~ 7(0) 
这 里 的 有 界 区 间 的 混合 问题 也 可 相对 于 自 变量 1 对 相关 函数 作 
Laplace 变换 来 求解 , 例如 ， 第 一 类 边界 条 件 下 的 混合 问题 可 得 


pulx, p) 一 PCZ) 一 4 + Tp) 


xz | -一 一 gi1(p),， u | -- 1 一 _ jp) 
由 此 求 得 w(x，p)， 应 用 反 演 公式 得 


J 二 +100 
u(xX, 1) 一 5 | u(x, pyerdp 


好 一 了 


通常 利用 留 数 来 计算 u(rz, 轨 ， 即 


215 


u(x,t)= >》， Res[x(z， p)er | 
问题 六 ”应 用 丈 ; 工 解 题 
2 
| 尖 = (a +i Su),t>0,7>0 


rr or 


& ij- 一 P00) SE 


由 于 五;7 的 核 限 数 十 Ka 4) 一 ZJjz(CAz) ， 不 难 证 明 互 工 
具有 下 列 性 质 
HI + 1 十 一 =f|= 一 RH,Lf (zx)] 
也 就 是 说 如:T 把 上 述 二 闪 微 分 算 于 了 确定 的 微分 运算 变 为 简单 
的 代数 运算 ， 为 证 明 这 一 点 ,根据 分 部 积分 公式 只 需 证 明 天 (z， 
4) 满足 


一 y(r) 


IL*[TKCz, 人 ] =— RK(r, A) 


即 
dK d 7 2 
和 一 二 (二 K) 一 < 一 玉 十 22 玉 一 0 
作 变换 (zx, A) = zxY(x, 和 )， 则 
和 广 十 十 守 十 (Xx 一 7 )Y =0 
dz 


所 以 Y 有 一 个 解 JrCz) .所 以 zJy(2z) = K(x，, 9) 必 满足 
L*(K(z, 1)) =— XK(r, A) 
所 以 ， 所 列 初 值 问 题 应 用 相对 于 目 变 量 r 对 相关 函数 作 卫 , 了 得 


{ d2uAst) 


本 Q2A2z(A， 1) 


dl = KD, PB = 2 


解 得 


(A, jy) = 2 .DCA) 十 2 (a, pC ) 


应 用 H7'T 得 
加 
u(r, 1)= J AT,CAr)u lA, 1)dA 


十 co 


4 
一 | GL J,CAE) Ty CN) sinaAtda 


oO 


十 也 | 二 | ep)d | mrCDICGDsinaha 


0 


问题 七 ”应 用 有 限 Hankel 变换 解 题 


3 | 

5 一 aa 3 + ~ 4 Fu),t>0,0<r<n 
9 

uo = 0, Fz = $7) 

ul = Sb) 


相对 于 上 自 变 量 ~ 对 相关 函数 作 有 限 的 Hankel 变换 ， 即 积分 
变换 的 核 是 rdy (wr), k= 1,2,'*， wh 是 Jy(rwro) 一 的 第 k 个 
正 零点 ， 根 据 分 部 积分 公式 可 得 


| a why 一 go yr)) 


ul0) 一 0，x (0) = 内 
其 中 


0 


w(t) 一 | Gwar, 站 dr 


V(t) 一 J cory dr 
解 得 u(t) ， 则 由 反 演 公式 得 
， w(t) 
u(r, £) = 2 > WL CF Cr I ear) 


问题 八 应 用 Maellin 变换 解 题 
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Iu 二 3 一 0 -0 一 < 一 au 


| 一 rz a= 8(7) 
因为 Mellin 变换 为 
MI[ f(r)j = | rz) 21dz 一 As) ，Res 之 0 
0O 


应 用 分 部 积分 可 得 
M [zf’' (x) |]=— sf(s) 


M [zf" (rx) |= s2 fCs) 十 sfls) 


M Lz jz) xf’ (x)1= s2f(s) 
所 以 在 所 列 边 值 问题 中 ,相对 于 自 变 量 + 作 相 关 少 数 的 Mellin 变 
换 可 得 
diu(s, 9) 


9 + su(s, 0) =0 


: nl = fs), u | = 8(s) 
得 


、 人 、sins(a+t 0 ~ sins(a 一 0) 
uls, 0) = f(s) sin2sa 十 g(s) sin2sa 
由 肥 演 公式 得 
1 sins(a 二 0) | > Sins(a— 1], 
u(r, 0) 一 D7 || fs ) ginosa ~ 十 gCs) sin2sa J ds 
4.2 广义 函数 


4.2.1 广义 函数 的 引信 人 ，PDirac9 -函数 


广义 函数 是 普通 函数 某 种 意义 下 的 推广 ， 从 数学 上 看 是 为 了 
使 关于 函数 的 许多 分 析 运 算 可 以 顺利 的 进行 而 引入 的 . 例如 在 普 
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通 函 数 的 范围 内 连续 函数 的 导 国 数 没有 意义 ， 放 多 初等 果 数 的 
Fourier 变换 不 存在 , 许多 含 参 变量 的 积分 是 发 散 的 , 从 而 也 不 能 
积分 号 下 求 导 数 等 等 . 但 是 如 果 引入 广义 函数 的 概念 后 可 使 一 个 
连续 函数 存在 任何 阶 的 导 函 数 , 一 个 发 衣 的 含 参 变 量 的 积分 可 确 
是 一 个 参 变量 的 区 数 , 而 且 还 可 以 积分 号 下 求 导数 , 使 得 像 zx， 
sinz 这 样 的 函数 也 存在 唯一 的 Fourier 变换 ,总 之 三 义 函数 的 引 
入 不 仅 有 效 地 扩大 了 普通 呆 数 的 概念 ,而 且 扩 大 了 普通 函数 的 运 
算 . / 
数学 上 引入 广义 汝 数 的 方式 有 好 几 种 ,现在 较为 通行 的 方式 
是 把 广义 因数 定义 为 某 一 个 函数 空间 上 的 线性 连续 泛 函 ,表面 上 
看 这 种 定义 和 普通 函数 的 概念 相差 较 远 ,但 进一步 的 研究 表明 ， 
这 种 定义 更 集中 反应 了 广义 函数 的 本 质 , 更 便于 引入 广义 函数 的 
运算 和 有 关 的 概念 ， 而 且 也 可 建立 起 广义 函数 和 普通 函数 间 直 接 
的 联系 ， 妃 外 许多 问题 是 通过 广义 函数 使 中 间 的 各 种 运算 过 程 变 
得 十 分 的 简单 灵活 ， 而 最 后 解答 的 结果 得 出 的 仍 是 一 个 普通 的 范 
数 . 

从 历史 上 看 广义 果 数 是 由 于 在 力学 ,物理 学 中 为 描述 一 些 集 
中 量 的 分 布 密度 而 引入 的 ， 这 样 使 得 集中 量 的 离散 型 的 分 布 和 通 
”和 彰 的 连续 型 的 分 布 可 以 统一 处 理 ， 最 简单 和 最 重要 的 是 Dirac5 - 
国 数 . 设 单 位 质量 集中 地 分 布 在 数 轴 的 原点 上 ， 则 质量 分 布 的 线 
密度 函数 6(z) 应 该 具有 性 质 ， 


0， QO 
(i) 5 = | < 
co 一 0 


(ii) | 8cz)dz 一 1， 根 据 (i)， (ii 和 通常 的 积分 运算 的 性 


质 , 还 可 推出 SCz) 的 具有 下 列 筛 选 性 质 ， 即 对 于 任意 的 连续 函 
数 VCZz) 有 


Ciii) | XIOT) dX = CO) 
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事实 上 由 G) (i) 得 
| rzacoDdz= | waoacoaz 
利用 积分 中 值 定理 ， 再 令 s -> 0+ ， 则 得 
| PCz)JOCzrz)dz 一 POCO) 


但 是 从 积分 的 定义 来 理解 ， 上 述 这 样 的 在 R!1 上 的 可 积 图 数 SCz) 
是 不 可 能 存在 的 . -上述 的 积分 符号 只 是 延 用 的 形式 符号 而 名. 但 
是 从 G) (让 形式 地 推出 的 SCz) 的 第 选 性 质 ( 道 ) 可 以 获得 (xz) 
所 描述 的 分 布 密度 的 信息 ,而 数学 上 就 可 以 把 6(z) 视 为 是 定义 
在 连续 函数 空间 CCR!) 上 的 线性 连续 泛 函 ， 它 使 任意 的 连续 隙 数 
对 应 一 个 确定 的 数 2(0) . 

类 似 地 , 如 果 单 位 质量 集中 地 分 布 在 三 维 空间 Ra 中 的 一 个 
态 Mo《(zo， yo，zo) 上 , 则 质量 分 布 的 体 密 度 用 三 维 的 - 范 数 来 描 
述 , 记 为 (zz 一 zy 一 yz 一 2 一 COM 一 AM) ,其 中 Mlz， 
y，z) 是 RR 中 的 点 . 它 应 具有 性 质 


0, M 关 MM, 
(1) 0 一 4 一 | 
co M = M, 


Cii) ||jacn _ MJdM =1 
Rp’ 


Ciii) 川 MCM — MIVAM = pM,) 


其 中 pM) € CCR3) . 

根据 性 质 Gi), 可 把 6Czx 一 zo， y 一 yo， zZ 一 20) 理解 为 定义 
在 CCR ) 上 的 线性 连续 证 图 , 它 使 任意 在 尽 : 中 的 连续 图 数 8Cz， 
y，z) 对 应 着 一 个 确定 的 数 VCzo，yo，zo) . 


4. 2.2 ”广义 函数 和 广义 轴 数 的 极限 


设 人 2 是 谨 中 的 一 个 区 域 , MC0) 是 定义 在 只 内 的 其 些 函 数 
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构成 的 一 个 函数 空间 , 此 空间 是 一 个 实 域 或 复 域 的 线性 空间 ,而 
有 目 规 定 了 一 定 的 极限 关系 ， 则 称 M(Q2) 为 一 个 基本 图 数 空间 . 

定义 在 以 (Q2) 上 的 线性 连续 证 国 卫 ， 称 为 一 个 广义 晒 数 ， 即 
了 是 一 个 从 M(Q) 到 实 域 R 或 复 域 C 的 一 个 连续 映射 使 任意 
PX) E M(Q) 对 应 着 一 个 确定 的 数 ， 记 为 (了 ,PCz)》， 即 

M(02)—> R( 或 C) 
,rT)—> 《7 (rx)) 

TT: aoap(r) i a (zr) > aT, G(r7)) + a,T, p(x)) 

这 个 映射 是 连续 的 ， 即 若 
limg.(z) 一 rT) (MGO) ) 

则 在 . 
z lim<7, GIT) = (TT, Pr)) 

通常 也 把 广义 函数 工 记 作 T(z) , 称 z 为 它 的 自 变 量 , 称 汉 
娟 的 从 “T(x), q(x)) 为 一 个 配对 ， 第 匣 延 用 积分 的 记号 表 示 一 
个 配对 ,有 即 


(f(xX), F(X)) 一 JT (pd 


dz 二 dridx2…dzx, ， 又 称 基 本 空间 的 函数 p(x) 为 检验 函数 . 

ey MD) 上 线性 连续 泛 函 的 全 体 构成 一 个 广义 函数 的 
空间 ， 称 之 为 WO2) 的 对 偶 空间 ， 记 为 M' (2) ,此 空间 M' (0) 
按 目 然 的 方式 定义 其 线性 运算 , 即 T(x),T,(x) EM (0)， 则 
xi7i(Zz) 十 ww72(z) EM (zx) 定义 为 
(aT, 十 oaT p72)) 一 0 人 Ti 从 十 oa 人 TD 人 ,Yeozy E MO 
这 样 M (2) 仍 为 一 个 线性 空间 .另外 在 M' (2) 中 定义 了 一 种 极 

limTi(z) = T(r) (M' (0)) 
是 指 Ti(x), T(z) € M' (0Q) , 且 
221 


这 种 极限 关系 称 为 弱 极 限 , 如 果 延 用 积分 的 记号 , 弱 极 限 表 明 积 
分 号 下 求 极 限 ， 积 分 号 和 极限 号 可 以 互 换 . 

所 以 广义 函数 空间 MX (0) 也 是 一 个 线性 空间 ， 且 也 具有 确 
定 的 极限 关系 ( 弱 极 限 ). 

基本 函数 空间 M(Q) 是 各 式 各 样 的 ， 所 以 广义 函数 空间 
M' CD) 电 是 各 式 各 梯 的 下 面 列举 一 些 和 常用 的 基本 函数 空间 ， 为 
简单 计 ,， 设 只 王 尺 、 

CR ) ; R 中 m 阶 连续 可 微 函 数 的 全 体 , 它 的 极限 关系 

limg(z) 一 gx) (Cn(R2) ) 

是 指 对 于 R" 中 的 生意 一 个 有 界 闭 集 看 上, 对 于 任意 的 重 指标 


(al，02，… 0)， 0 委 a 十 oa 十 十 风 委 姑 二 有 
。 和 十 人 ta, 1 Tat 
lm sup A) -一 Fz) 一 一 0 
点 -ce 工 亡 z 9 Tg 人 DTllw* 吕 人 


称 这 种 极限 关系 为 m 阶 局 部 一 致 收敛 . 
C~(R") 二 E(R") :无穷 阶 连 续 可 微 消 数 的 全 体 且 在 &(R") 中 
按 无 穷 阶 局 部 一 致 收敛 定义 其 极限 关系 
limg. (x) = px) 《CR?)) 
即 为 对 于 任意 的 R" 中 的 有 界 闭 集 乡 和 任意 的 多 重 指标 (ay a， 
0 0 扫 o 十 必 十 十 二 十 co, 均 有 
入 + Re) ft tg(z) 
9 TiO Tr 9 X10 TX 
9P(R") ;( 速 降 空 间 ) 在 R" 中 无 穷 次 连续 可 微 且 是 速 降 函数 
的 全 体 ， 所 谓 速 降 是 指 对 于 任意 的 多 重 指标 (8,，B,，…，B,) 和 
(aa，a，…，o) 和 任意 F(X) E 中 (CR") 均 有 
J +a "p(X) 
dr na 


lim sup 二 0 


ko 2C 电 


lim 一 0 
上 | 一 co 


另外 在 9CR") 中 的 极限 关系 
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limg(z) = (x) (PR")) 
是 指 对 于 任意 的 重 指标 ge "'*， b,) 和 (aa ，，…，a) ， 
lim sup rE EA _ Te)) _ 
E— oo -ER 9 Xl 7 9 Xil***9 XT 
Pp(R") 中 的 通 数 也 是 很 多 的 ， 最 典型 的 因数 类 是 
P(z)e '! = P(r)e tt 
其 中 P(z) 是 任意 一 个 多 项 式 . 
CR = D(R") ;在 R” 中 无 穷 次 连续 可 微 函 数 且 具有 紧 支 
集 的 阴 数 的 全 体 ,， 一 个 函数 f(z) 的 支 集 为 suppf(x) = 
(Zz1|f(zx) 天 0})， 即 为 f(z) 不 等 于 零 的 点 集 和 它 的 极限 点 的 并 
集 . 如 果 一 个 函数 的 支 集 为 R* 中 的 一 个 有 界 闭 集 时 , 则 称 它 具有 
紧 支 集 . 在 D(R”) 中 的 极限 关系 
limg@, zx) — (xX) (DOR')) 
是 指 存 在 一 个 有 界 财 集 0 ,使 supp (9(z)) C0, supp(《9(7x)) CC 
1 ,日 在 人 上 , 对 于 任意 的 重 指标 (el ，.…，aw,) ， 有 
Fiat (zr) Pi tt x) 


性 立 站 Le 
9 le 9 .Tile gr 


-=- 0 


lim sup 


D(R") 中 的 函数 也 是 很 多 的 , 最 典型 的 函数 类 是 
a(XT)IB(rX, a) 
其 中 : 
a(CZ) €E CR") 
B(x, ay) = [em zx|<=a 
0, |x| 宇 a 
上 述 的 几 个 基本 的 阴 数 空间 有 下 列 关 系 : 
COR) OCR) OR) OER) DR OO DR') 
上 述 符 号 有 双重 意义 ， 一 方面 表示 集合 的 包含 关系 ， 另 一 方面 表 
示 如 采 在 后 一 个 空间 中 的 函数 序列 9.(z) 收敛 于 oz) , 则 作为 前 
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边 一 个 函数 衬 闻 中 的 画 数 序列 也 收 伍 于 AZ) ， 
由 上 述 几 个 基本 丘 数 空间 也 就 唯一 确定 了 人 它们 的 对 偶 空 间 ， 
而 对 偶 空 间 有 下 列 关 系 
C (R’) GCCROD GC RD) G&G €’ (R") 
G 和 CR) GD (R") 
ee 基本 空间 越 “ 好 ?”， 则 对 应 的 对 倡 空间 的 广义 晒 数 越 
， 上 述 几 个 广义 国 数 空 间 中 最 广 的 是 D'(R*) ,所 以 知 不 作 特 
加 区 斋 明 村。 今后 讨论 的 广义 国 数 可 认为 是 D (人 中 的 元 素 
例 1 Jr) EL CR ， 即 f(x) 在 任何 一 个 有 界 的 区 间 
La, 8] 上 均 绝 对 可 积 ， 称 之 为 局 部 绝对 可 积 , 者 规定 


(f(x), p+)) = | raredz VY Hz) E DOR') 


则 7(z) 为 一 个 三 文 函 煞 ， 称 这 种 三 男 为 正则 广 盟 : 其 它 的 三 明 
称 之 为 非 正 则 的 广 函 或 奇异 广 函 . 
例 2 (Cx) ED (CR). 


(6(z), P(x)) = | 3 gz)dz = 90), VY er) € DCRI) 


这 里 的 积分 符号 只 是 形式 上 的 延 用 而 表示 汉 函 的 配对 .这 是 奇异 
广 函 . 当然 6(x) 也 属于 前 边 所 述 的 任何 一 个 广义 函数 空间 ， 即 
0(z) E C' (Ri), €’ (CRI)，9 (R') 


例 3 广义 函数 二 € gp'(R') : 
(LT, p(x)) 一 已 7| 3 Toyz)dz, VY Hx) € PR) 
其 中 右 端的 积分 表示 积分 主 值 , 由 分 部 积分 可 得 
p.v | 一 PCz)dz 一 一 [inizip (Xx)dzx 


此 也 是 一 个 奇异 厂 函 ， 
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例 4 作为 广义 也 数 的 极限 有 
(a) lim h(x) = (x) 


1 
其 中 有 h(x) 一 (2e， I< 
0, |x|>e 
Cb) lim 元 去 和 一 9(z) 
(ec) lim ee 一 OCr) 
0 
1 7 
(d) lim . ae SCz) 
2 
(e) lim 二 SR = dz) 


上述 关 系 式 中 左 端 的 函数 族 为 S -序列 , 分 别称 为 矩形 脉冲 序 
列 ，Cauchy 脉冲 序列 ，Gauss ( 正 态 ?脉冲 序 列 ,， 采样 脉冲 序列 和 
及 样 清 数 平方 脉冲 序列 ， 其 图 形 如 (4.1) 所 示 . 

这 些 极限 关系 均 可 用 定义 直接 证 明 , 除了 (d) 外 , 证 明 的 方 
法 类 似 . 首先 注意 到 这 些 9 -序列 的 函数 族 的 每 一 个 函数 在 R! 上 
的 积分 均 是 1. 今 以 Ce) 为 例 来 加 以 证 明 这 种 极限 关系 式 . 


]  _ 工 
今 以 ) 一 ze # | 
x / 十 3 则 有 


| Aczdz 二 1， 特别 | | Acedz 一 ] 


任 给 9x) EDCRD ， 则 |1P(z) 一 mA01 委 M. 又 任 给 一 6 > 0， 


则 3 ACe) >0, 当 |z| <AG) 时 , [9(x) 一 oO) | < 本 


今 7 一 | AczypCDdz 一 红 0) 


一 | fiCz) (07) 一 (0))dx 


图 4.1 


— | fx) (Gx) — pO dx 


|z|&ACe) 


十 | fx) (G(x) — (0)) dz 


zi 之 ACt]) 
所 以 
Ti 过 2 十 AZ | f(r)dx = 2 十 AI | 方 (z)dz 
zl 宕 Ale) A 


所 以 3 6(e) ， 当 e 声 6(e) 时 
I< 一 6 
所 以 


2L6 


[| 


lim | f(x) pz)dz — 0) VY ox) € DR) 
se 一 0 一 oo . - 


所 以 
lim flr) = 6(x) 


二 一 局 


例 5 nn 元 Dirac6 -因数 6(z) 一 0Z ,TX *** XT,) 
(OX), PXT)) = 0), VY Hz) €E DOR') 
其 中 了 一 (zi， zz，…，zo)7 . 
例 6 ”作为 二 元 广义 函数 的 极限 有 
(a) limh, (x, y) = (xX, y) 
a 人 十 人 < 
其 中 hh, 一 : | 
0, 十 全 无 


于 十 2 
(Cb) lim 了 ez 一 (zx, y) 
下 


。 上 
(Cc) lim 2 + ye Er) = CCzZ， y) 
其 证 明 方 法 和 一 元 6 -序列 相似 . 
4.2.3 广义 函数 的 支 集 和 局 部 性 质 


设 jz) 是 一 个 广义 苹 数 , 看 存在 zo 点 的 一 个 邻 域 B.(Czo) = 
{z| lz 一 zol 二 e} ,使 得 支 集 在 B.(zo) 内 的 任意 检验 函数 wz) 
均 有 四 
(f(x), (x))=0 
则 称 f(z) 在 zo 点 的 邻近 为 零 ， 否则 称 f(x) 在 点 zo 不 为 零 ， 延 
用 记号 f(zo) 关 0 来 表示 , 由 此 可 定义 广义 函数 f(z) 的 支 集 为 

supp/f (x) = {zx|f (x) 天 0) 
三 义 函 数 的 支 集 是 一 个 闭 集 . 例如 ， 
supp6é(x) = {0) 
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suppt(zl) + (ro 1)} 一 10，]) 

如 采 一 个 广义 果 数 在 一 个 区 域 台 内 每 一 点 的 邻近 均 为 地 ， 则 
称 f(x) 在 如 内 为 零 , 这 时 对 于 文集 包含 在 由 内 的 任意 检验 范 数 
p(x) 均 有 

(f(r), PX))=0 
如 果 f(x) 一 g(x) 在 区 域 全 内 为 零 ， 则 称 广义 图 数 (x) 和 g(x) 
在 区 域 9 内 相等 在 广义 函数 中 说 它 在 一 个 点 的 值 是 无 意义 的 ， 
但 是 在 一 个 区 域内 它 可 以 等 于 一 个 很 光滑 的 攻 数 ,例如 在 不 包含 
原点 的 任意 一 个 区 间 (a, 5) 内 , 6(x) 一 0. 

总 之 和 普通 函数 类 似 , 也 可 以 分 析 广 义 函数 的 局 部 性 质 ， 可 
以 把 一 个 三 闵 了 消 数 限制 在 一 个 局 部 的 区 域 米 讨论 , 使 得 关于 普通 
岗 数 有 些 积 分 运算 的 性 质 可 以 推广 到 广义 函数 中 ,而且 仍 延 用 积 
分 的 记号 . 从 数学 上 对 局 部 性 质 的 分 析 讨 论 是 较 细致 和 繁复 的 ， 
不 多 论述 ,但 从 直观 的 意义 来 了 解 有 些 性 质 是 很 自然 的 . 下 面 以 
一 元 厂 晴 为 例 介 绍 一 些 常 用 的 性 质 和 记号 . 

如 果 suppf (xz) 门 suppg《x) CLa,5]， 则 配对 《f(x), p(xz))》 

只 由 在 La, 5j] 上 f(x) 和 g(x) 由 局 嘱 性 硕 米 确定 ， 和 它们 在 La， 
外 的 局 部 性 质 无 天 ， 所 以 可 记 为 


Cf (Xx), Xx) — | 1z)OCz)dz = jreoraus 
等 别 ， 如 果 f(z) 的 支 集 包含 在 之 之 0 上 ， 风 
(fx), pz)) = J fx) gz)dz 二 j reorod 


如 果 广 义 攻 数 f(z) 的 支 集 包含 在 一 个 有 界 的 闭 区 向 La，p] 内 ， 
则 了 (x) 也 是 s (CR ) 中 的 广义 图 数 ， 称 之 为 紧 支 广义 函数 ， 这 时 
可 记 为 


(Cf (zx), P(x)) = | zyeCzydz 
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b 


= | Agceodr, ¥ F(x) € eR') 


如 果 suppf(x) 门 supp9《X) 一 鱼 ( 空 集 )， 则 
(flx), P(r))= 0 
特别 对 于 任意 的 检验 函数 wz) E El(K )， 有 
(0), OE€ (a, 0) 
0, 0 E€ (a,5) 之 外 部 


4.2.4 广义 函数 的 某 些 简单 运算 


本 月 中 讨论 的 广义 函数 的 简单 运算 ， 如 果 配 对 视 作 一 个 积 
分 , 那么 相应 于 积分 来 说 这 些 性 质 是 显然 成 立 风 ， 但 因为 配对 不 
一 定 是 积分 ， 所 以 要 重新 加 以 定义 ， 这 样 在 实际 操作 时 进行 的 各 
种 形式 运算 就 有 了 理论 的 根据 而 不 再 是 形式 的 . 
(i) 乖 子 运算 车 f(x) ED' CR)，aGz) EC (RD)， 则 是 
义 广义 函数 aCzx)f(x) € D' (Rk) 为 ' 
alzy fer), pz)) = (fz), a(r Hr)), YY HX) E D(R:) 
称 alx) 为 D'(R') 中 的 乘 子 ， 例 如 
af(Z)8(Z) = Q00)0( 工 ) 
ZG(z) 一 0 
(ii) 让 积 运算 车 f(x) ED (R'), g(y) € D'(R'), 见 
fz) 和 g(y). 的 直 积 f(x) @g(y) (或 简单 地 记 为 1 (7)8(3) ) 定 
义 为 D'(R:) 中 的 广义 孙 数 
(Cf (rgly), PAT, Y))= (fx), (gy), PIT, Y))) 
VY ozyy) ED ) 
cii) 广义 函数 自 变量 的 代 换 若 z = w(x) 和 反 变 换 工 一 
x(u) 都 是 无 穷 次 连续 可 微 的 , 则 广义 画 数 .fx(Cz)) 或 1 (x(w)) 
定义 为 
瑟 | 


6 
JC)p(z)dz 一 | 


(fulx)), Px)) = (fu), VTCu)) 
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或 

(f(x(u)), pu)) = 
由 用 右 端 来 定义 左 端 ， 在 一 股 条 件 下 自 变量 < 和 ,的 变化 范围 
不 同 的 , 对 于 多 元 函数 9 Ey 二 和 和 = 分 别 表示 变换 和 反 变 换 的 Jacobi 


行列 式 ， 例 如 : 
(f(x C— zxo), Hx)) = (f(z), P(r 二 xo)) (平移 ) 


(flaz), pz)) = (Crz)， Te (一 元 相似 变换 ) 


(flar), Hz)) = (f(x), a = )〉 (元 相似 变换 ) 
(f(— 7z), Hz)) = (fz), HC— 2)) (反射 ) 
(fCAz), Hz)) = (f(z)) eATY A Iz) ( 非 奇 异 线性 变 
换 ) 
特别 有 (Sx 一 zo)，PCz)) 一 BCzo) 

6( 一 z) = 6GCz) 〈 偶 广义 函数 ) 

(ax 十) 二 和 LJ8(z 一 名) 《一 元 ) 


6Cazr+ 6) = ee _ 二) Gn 元 ) 
ll A 
3(Az +b) = TAT — A-'b) 


上 述 一 般 自 变量 的 代 换 需 具 有 唯一 的 反 变换 . 而 且 正 变换 和 
反 变 换 均 是 无 穷 次 连续 可 徽 的 ,但 是 对 于 具体 的 广义 函数 而 言 ， 
只 要 在 它 的 支 集 邻 域 有 这 种 性 质 即 可 , 特别 是 对 于 文集 只 是 一 些 
孤立 的 点 的 9 -型 广义 函数 ， 只 要 在 这 些 孤 立 点 的 邻 域 有 这 种 性 
质 即 可 ,所 以 变数 代 换 有 一 些 更 特殊 和 简单 的 性 质 ， 列举 一些 如 
下 : 

若 u(x) 无 穷 次 连续 可 徽 ， 且 有 一 些 孤 立 的 实 零 点， 且 
xz) 天 0 一 1，2，… ， 则 
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0(UL(Z)) = 2 pp — ZX:) 
这 相当 于 在 6Cu(z)) 的 支 集 {zili ==1,，2,，…} 的 每 一 点 xz; 邻近 进 
行 变数 代 换 的 结果 , 特别 
kz: — a?) 一 2 [6(x — a) + 6(z + a)] 


O(sinx) = >», OX CO— kn) 


= 一 02 


大 在 0 (Xz， y) 中 引入 极 坐 标 变 换 7 0 ， 出 
BCreos0, rsing) = 6 (7) D1= 7007) 


其 意义 是 一 方面 
(Olr, yy pT, y)) = (0, 0) 
娘 一 方面 
《G(7rcosO， rsing) ， ro(rcosy, rsing)) 


= (SD 


,ro(rcos0, rsin0))» 


1 加 
— 1 go, 0)dg = p(0, 0) 
0 


阁 6(z 一 Zo， yy 一 yo) 中 引入 极 坐 标 变 换 (r，29) ， 则 
Clr 一 一 ro)O C0 -一 0,) 


Orcosl 一 zo, rsinb 一 yo0) 一 


其 意义 是 一 方面 
《0 一 To Y— yo) Hr, y)) 一 Zoo yo0) 
为 一 方面 
| 7POCzcosO，7zslng) ) 一 orocos0,, rosinl,) 
= G(Xo, Yo) 
另外 常用 到 支 集 在 某 一 曲线 上 的 二 元 广义 函数 和 支 集 在 某 一 
曲面 上 的 三 元 广义 函数 . 例如 6(Cr 一 7 吉 ),7= 二 Vx 十， 其 支 集 
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在 圆周 ”一 70 上， 则 
(OF 一 70), PX, y)» = | Px, yds 


一 一 ， -和 = 


一 一 


其 意义 是 利用 极 坐 标 变换 ， 则 
(Or — 7) Hx, y= (br Oo 7), ro(recost, rsing)) 


2x 


一 | mwcrucos6 » roSsin0) do 


1 


一 | pT, y)ds 


叉 如 07 一 70),，f 二 MX 十 十 zx、 这 是 支 集 在 球面 7 = ro 上 : 
的 三 元 广义 因数 ， 出 


(Or — ro), PX, y, 2)) 一 ez, y, Zz)ds 


0 


其 意义 是 利用 球 坐 标 变 换 ， 则 
(Or — 70), PX, y, 2)) 


| 


(lr — ro), rsindop(rsinOcosp, rsindsing, rcosd)) 


人 


2T 
|a9| risingg(rosinGcosy, rosintsingy, rocost)d¢e 
站 


d 


一 || gz y, Z)ds 


r=ry 


4. 2. 5 广义 函数 的 导 效 和 对 参数 的 导数 
设 f(x) 为 一 元 广义 函数 ，、 旭 它 的 导数 户 (z) 定义 为 


Cf (zx), HX) =~ (flr), P(r)) 
* 一 一 YY 人 -4 9 Dr WA 、 
若 f(x) 为 4 元 广义 函数 , 则 它 的 偏 导数 ”22 定义 为 
9 f(x) _ 999 
《一 Ze pr)) =— (f(x), I 


从 形式 上 看 这 种 定义 就 是 分 部 积分 公式 ， 它 把 广义 函数 的 导数 转 
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移 到 基本 函数 的 导数 . 可 以 证 明 这 样 的 定义 等 价 于 


六 = lim {E+ A = fC2) 


直接 由 定义 容 多 推出 下 列 性 质 ， 
山 任 意 广义 函数 均 为 无 穷 次 可 导 , 月 
Cf HIT), Px) = CC— 1) (fr), Hr)) 


1 十 "十 a 
(0, FX) = (1) "(f(z), i 
9 X10 aa > 

9 2/ 9 / 
OF = Ox, * Ox, dz; 


@@ (a(r) f(r))' = a' (zx)f (zx) 十 az) 户 (z) 
其 中 a(z) 为 乘 子 . 
个 (CACCz))) = wu (xr)f' (ulr)) 
@@ 如 果 limf,.(z) 二 f(z)， 则 
limf (7X) = f' (zx) 


设 f(x, 1) 是 含有 连续 参 变 量 : 的 广 闵 函数 族 ， 则 9 7 t) 
定义 为 


(ED, gr)) = Sflz, t), pz)) 
可 证 明 它 等 价 于 
az bb m Hr t+ ~ f(x, 1) , 92f 9 
at lim 和 且 可 证 31 一 Qt9x, 
1， 0 
例 1] H(zx) = 0 称 H(zx) 为 Heaviside 函数 ， 则 


ny 二 一 0O(X) 
例 2 ”8 (zx) ( 偶 极 子 )，2 (zz)，…，9(z) : 
(0' (7), Hz)) =— (H(z), F(x)) =— g (0) 
(O°(zx), HX)) = (— 1)"¢" (0) 
例 3 设 f(x) 是 分 段 光 滑 的 水 数 ， 有 有 限 个 或 可 列 个 第 一 类 
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间断 总 Xz， Xs， Xi ， 其 了 跃 度 分 别 为 PP PE 
则 ， 
f' (x)= [fF (7)]+ 2 pd(z— zi) 


其 中 [f(x)] 是 由 f(z) 的 通常 意义 的 导 函 数 所 确定 的 正则 广 
函 , 它 在 f(z) 不 可 导 的 点 可 以 不 加 定义 ， 
例 4 由 于 


P. | 二 gz)dz 一 一 | Inlzlg (zydz, Y p(x) E DR') 
所 以 作为 广义 函数 有 
二 一 (In|z|)! 
i 
上 
(二 ， p(T)) 一 一 (tn 六，W (rx)) 
另外 ,作为 广义 函数 的 导数 可 以 递 推 地 定义 广义 函数 三 ， 


圭一 (nlzl) 
你 


如 


( 雯 ， p(X)) = fnlalgr ends 


(n 5 


广义 函数 去 均 为 奇异 广阔 .从 形式 看 , 这 时 的 广义 函数 的 导数 和 
普通 函数 的 导 函 数 相 _ 致 
例 5 支 集 在 zx 之 0 中 的 奇异 广义 函数 三 及 (z) 可 由 下 列 递 
推 公式 确定 / 
LH(z) = (HCx)nz) 
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H(z) 二 一 (THz)) — 0" (2) 


ae 
从 递 推 的 定义 可 知 , 这 时 厂 义 冰 数 的 导数 和 普通 隙 数 的 导 函 数 并 
不 一 致 , 而 是 增加 了 文集 在 原点 的 6- 型 广义 阴 数 的 项 , 其 所 以 这 
样 的 定义 是 根据 发 艇 积分 的 理论 而 建立 的 , 这 里 不 能 进行 详细 的 


讨论 ， 
例 6 ” 设 具 有 连续 参数 i(z > 0) 的 广义 函数 
z | ] -二 
f(r, 1t) 一 722 a da 


因 lim f(x, 1) = (zx) ， 所 以 limy (zx, t) = 6' (zx) ， 即 


2 
， 
lim 27505758 4a2 一 GO (Xx) 


例 7 (xz) 的 Fourier 级 数 展开 , 在 (一 x，r) 上 作为 D' (一 
T,，7T) .把 SCz) 展 成 Fourier 级 数 


0(X) = 十 2 (a,cCOS1N 十 bsinnz) 


a, 二 二 | SCz)cosnzdz 一 土 
A A 


b, = 二 | edz)sinnzdz 一 0 
所 以 
3(z) = 1 十 D2eosnz) 


六 二 1] 


所 以 
0' (7X) 一 一 FD rsinnz 
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0 (xX) 一 3 COSNnz 


如 采 把 SCz) 以 周期 为 2x 进行 周期 延 拓 ， 作为 D' (R!) 中 的 广 医 
得 


> 6(z 一 287r) 一 (1 十 2 2cosmT) 


下 一 一 ce 


Y 6' (xz 一 287) 一 一 EF Dnsinne 


让 二 一 oo 


S O" (x 一 2kX) 一 一 二 2 COSNX 


例 8 设 f(z) 为 周期 为 2 的 函数 ， 在 一 个 周期 内 
f(x) = 一， 日 工 所 2 
把 此 周期 函数 作 Fourier 正弦 级 数 展开 得 


sin2z SINnz 


f(z) = sinz 十 一 一 十 … 十 一 一 十 … 


图 4.2 
这 是 一 个 正则 广义 函数 , 它 逐 段 光滑 有 可 列 个 第 一 类 间断 点 的 
2tr(EZ)， 每 一 点 的 妈 度 为 xz， 如 图 (4. 2). 根据 广 闵 户 数 的 导 
数 得 


元 VS (并 一 28&r) 一 二 一 Slcosnz 
n= 1 


ko 
,> (TC— 2kX) 一 一 ie 
n=1 


如 果 限 制 在 (C0，2x) 内 ， 则 
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] [号 ] 
一 一 - 一 》 COSAX 
2 一 
丸 汪 1 
0 一 一 > nsinnz 
=] 


如 米 限 制 在 (一 x, x) 内 ， 则 
一 3 十 XO(X) 一 Scosnz 


n= 二 1 


Dr 
No!' (XxX) 一 一 Dnsinnz 
三 ] 


1，z 之 00， 之 0 
例 9 H (Zi, Xs) -| ee | 
0， 其 它 


这 是 一 个 正则 广 函 , 根据 广义 函数 的 导数 


3 条 9 纪 
az az PCZ] ， 27 ) ) 一 ‘H(zxi, XT,)， Fz 9 
二 oo0 十 50 
-| | 
| 9 X19 ZX, 
= 2C0， 0) 


所 以 


例 10 
| | 
f(r, y, 2) 一 TV (rer) 十 (一半 十 (z 一 20) 


这 是 一 个 三 元 的 正则 广 函 ， 则 
4 一 一 一 470(Z 一 2oy yy 一 加 yz 一 之 0 ) 
事实 上 ， 大 P(x， JJ 之 ) 和 C*(02) 站 C1({2),， (Xo, Vos Z0 ) 和 {2 9 则 
_ 1 
I= hgdzdyde 
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= lim | | | TAgdzdydz 


0 一 BCMI) 


_ lim 川 (二 Ag 一 pA LT)dzdydz 


giB iM,) 
其 中 B.CMo) 表示 以 Mo 为 中 心 ,e 为 半径 的 小 球 域 ， 根 据 Gauss 
公式 得 
I= 中 (+22— 也 工 )d — lim | (Tap + Bp)ds 


7 gn 0 2 
MY 
1 9 9 1 
-||( 二 各 一 p 部 = )ds 一 4rp(zo， yo. Z0) 
3 


所 以 根据 广义 省 数 导数 的 定义 ,对 任意 的 p(x， y, z) E DCR3) 
(4 二 ， 9) = (二 ， Ap) 一 | =Agdzdydz 


=— 4X79(X0, Yo, Xo) 


BP 4 二 = 一 4rb(z 一 zy 一 和 之 一 Z0) 
此 公式 的 物理 意义 明显 ,上 上 是 位 于 点 (zo，y。， zo) 的 单位 正 电荷 
在 目 由 空间 中 产生 的 电位 ， 0(CZ 一 To， > 一 》，z 一 zo) 是 电 答 分 布 
的 密度 函数 | 

从 上 述 例 子 中 可 以 看 到 , 一 个 奇异 广义 函数 可 以 用 某 一 个 正 
则 广泛 数 的 微分 式 来 表示 ,这 个 结论 具有 一 般 性 ,应 用 中 的 广义 
函数 的 一 个 配对 总 是 可 以 通过 正则 广 函 的 微分 式 表示 为 某 一 个 积 
分 


4. 2.6 广义 函数 的 折 积 


设 f(x) E &’(R'), g(x) € CR ， 则 f(x) « gC) 和 
9'(R!) 定义 为 
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(f(r) Kgr), CT) = fr), (gy), Pz y))) 
仍 把 折 积 记 为 


f(rX)* g(x) = | f(g(r— Edé 


所 以 ,一切 延 用 积分 的 记号 ， 则 折 积 的 定义 相当 于 积分 号 的 交换 
和 变数 代 换 ， 即 : 


| PTT | fb)alr — Hd = | 6)d4 | g NIE + 7)d7 


根据 定义 可 证 明 
QD f(rz)w*wg(r) = g(x) wk f(r) 
© (f(z) «g(r)) 一 一 Ce 人 火 g (x) 


(®) Hr)xkfr) = f(x) 
Cr) KFCr) = fr) 


4.2.7 广义 函数 的 Fourier 变换 


首先 介绍 PCR') 中 Fourier 变换 的 仁 质 ， 者 Ax) E PIR), 
则 FT 


DC) 一 | px)e “dz= FF [ol 
仍然 是 qq(R') 中 的 函数 . 所 以 有 反 变 换 


F- [人 = 均 :| DO(A)e “dA = p(x) 
最 简单 的 例子 是 
: Fle-?) 二 ne 
所 以 Fourier 变换 建立 了 中 (CR2) 中 国 数 的 一 一 对 应 . 
pCR") 中 的 Fourier 变换 也 有 完全 类 似 的 性 质 . 


仍然 用 把 广义 函数 的 Fourier 变换 转移 到 基本 空间 的 方法 来 
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定义 9'(R') 中 广义 郴 数 的 Fourier 变换 和 Fourier 反 变 换 . 
设 了 (XY) E @'(R') ， 则 定义 了 的 Fourier 变换 和 Fourier 反 
变换 分 别 为 
‘FPF {fl, 1 一 (人 下 LP) 
(FAAf), 9 = (f, FLy)) 
仍然 延 用 记号 


FIf|= | f(r)e dz = fC) 


DO 


F-![f|= | f(r)e' "dz 


中 (Ra*) 中 广义 函数 的 区 元 Fourier 变换 和 反 恋 换 是 完全 类 似 的 ， 
Fourier 变换 建立 了 9 CR") 中 广义 因数 之 间 的 一 一 对 应 而且 根 
据 基 本 空间 中 (R") 中 Fourier 变 抉 的 性 质 就 可 以 推出 广义 函数 空 
间 9'(R") 中 Fourier 变换 相应 的 性 质 ， 例 如; 
QD FLETfI= FILF [A=/ 
四 FIEf (noD]= iT 门 =2KND (一 元 ) 
F 3 一 Fa cn 元 ) 
® 下 [Caz 一 ao] 一 em) (一 元 ) 
F[(r~a)l=e ” fC) (n 元) 
@ FF[zf(z)]=if (0) (一 元 ) 


F [zf(z)] = id (元 ) 
上 


® Ff[e*f(z)] = f(A— a) 
® 下 [AD]= 2rf(— zx) (一 元 ) 
F [AD)] = (2m*F( 一 z) (n 元 ) 
DD 若 f(zx) EE'(R'), g(x) E O'R') ， 则 jz) 类 SCz)E 


9' (R3) 上 且 有 已 [LAFGz)xg(Cz)] 一 下 [ 门 .不 [8]. 

除了 名 外 ,其 它 卫 一 全 的 证 明 是 较 容 易 的 . 这 样 大 大 的 推广 
了 Fourier 变换 的 概念 , 使 得 许多 按 古 典 的 意义 不 能 进行 Fourier 
恋 换 的 函数 ， 在 广义 函数 Fourier 变换 的 意义 下 可 以 进行 .而且 
当 一 个 函数 上 古典 意义 下 的 Fourier 变换 存在 时 ， 它 也 就 是 广义 函 
数 意义 下 的 Fourier 变换 . 下 面 是 本 书 中 将 用 到 的 Fourier 变换 简 
表 , 供 查 阅 . : 


f(z) > fe) = | f(x)e—*dz 
R" 


一 元 的 情况 : 
o> Fe 
H(a— 1 > Sn 
sinat Lp(a ~ 1A|) 
1 oa’ 一 al 
x ZXital ~ 


1 
二 一 ATispnA 


—alz| 2a0- 
已 一 


A 二 a: 
1 
2 一 和 mAsena 
1 — 2x6 (4) 


,2 
SgNX >—1— 


A 

Zr — 2X (1)"6" (A) 

0(X)— 1 

OVDT) — CGA” 

|| = rsgnr— 二 
A 

sinaz ~ 17 (0(A + a) — (AO— a)) 
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cosar 一 TB 一 & 十 人 (A 十 C)) 


HC) > x) 一 


l 


XH(r) 一 TO (A 一 元 


n 元 的 情况 : (2 之 2 


记 |z| 一 YH 十 十 弄 ， |A| 二 名 十 … 十 加 


jz 上 _ 
e 2 — (2AX)’e 2? 


OX)— 1 
1 — (2x)"0(4) 


a 二 
THX2 Tm (QDR) 0 9 A 


DA An 
1 l 
[一 全 EE (n = 3) 
1 二 — 
aE 2r Ey Cn = 3) 
1 
>— 2XlniA| 一 2rc 
| 
i1— Tz) 人 JoCz) 
(= zc=| 一 全 二 dz- | | 
z z 
0 1 
in|zx| > 各 一 4rzc8(A) (4 一 2) 
1 ， ， sina | 4 | 
Hla:— 1Z2) > 2 (n= 2) 
a — |zx|’ | 
Clzl a) > dna 机 EE | (n = 3) 
9 Sz "Sina [A _ 
(i) (一 二 一 全 ) 一 : [| (n= 2m + 3) 
nO—1 
5 ) (n 之 2) 
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根据 上 述 一 元 的 Fourier 变换 简 表 ,在 三 义 晒 数 的 意义 下 可 
得 下 列 毅 用 的 公式 


路 oo 十 co 


| cosardr = TO(CAD) ， | coshzdz 一 2X0 (A) 
| sinAaxdxz = 元 ， | sinAzdz 二 0 
心 — OO 


| cosAxcosa,xdz = rN 二 4) 十 人 CA CO— 1)) 


= Cy 


CR 


| sinAlxsinAxzdz 一 TO — 1) 一 SC 十)) 


根据 Fourier 变换 的 简 表 和 Fourier 变换 的 性 质 就 可 得 出 更 多 的 
广义 函数 的 Fourier 变换 和 在 广义 函数 意义 下 的 许多 含 参 变 量 的 


4. 2.8 广义 函数 的 Laplace 变换 


设 y(t) 定义 在 上 之 0 上 ， 局 部 绝对 可 积 ， 且 上 一 十 co 时 ， 
GOD 委 MWer(c 之 0)， 则 称 yG) 是 局 部 绝对 可 积 的 指数 增长 型 
的 ; 对 于 这 种 类 型 的 旺 数 有 通常 意义 下 的 Laplace 变换 


二 oo 


Y(p) = LTy()] = | y(t)e rdi, Rep > ce 
旦 Y(p) 在 Rep c 内 解析 , 当 Rep 放 cc 十 ,pp 卫 品 时 Y(p) 一 
0. 所 以 可 以 进行 通常 意义 下 的 Laplace 变换 的 函数 类 是 较 多 的 . 
但 是 当 要 对 y(2) 和 y' (2) 均 作 Laplace 变换 时 ， 则 需 设 y() 连 
续 ,y’ (zt) 几乎 处 处 存在 ,y(t)，y' 人 均 是 局 部 绝对 可 积 的 指数 
增长 型 函数 , 这 时 有 下 列 公 式 
L [y(t)]= pL Ly()]— y(0) 
这 是 用 Laplace 变换 解 微 分 方程 定 解 问题 最 基本 的 公式 , 但 是 对 
于 像 分 段 光 滑 而 有 一 些 第 一 类 问世 点 的 疼 数 都 不 满足 这 种 条 件 ， 
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-上述 公式 也 不 再 成 立 . 另外 对 于 应 用 中 较为 重要 的 脉冲 函数 
6(t), 6(z 一 5), 6’ 4) 等 也 不 能 进行 通常 意义 下 的 Laplace 变换 ， 
所 以 需要 推广 Laplace 变换 的 概念 . 

一 种 推广 Laplace 变换 的 方法 也 是 用 广义 省 数 的 理论 来 实现 
的 . 首先 把 定义 在 上 之 0 中 的 因数 y(t) 延 拓 到 (一 oO，coo) 而 得 

yt 二 之 0 
7 = 中 tO 

所 以 把 对 y(2) 的 研究 转移 为 对 Fi 的 研究 . 则 定义 f(2) 的 
Laplace 变换 为 支 集 在 1: 宇 0 上 的 广义 函数 e“f() 的 广义 Fouri- 
er 变换 , 记 为 


fp) = L TAO)]= | ee f(t)e—*d 


— OO 
十 co 


_ | e “tf dt 
0 
二 oC 


_ | e*f()dt, p=o+i 


类 似 地 ， 称 广义 酒 数 六 (tye ”的 广义 Fourier 变换 为 万 (2) 的 广 
义 的 Laplace 变换 ， 对 于 广义 的 Laplace 变换 普 裔 成 并 着 下 列 公 
区 z 
L [Ef® 0)] = prL [Fo = p"ftp) 
下 面 是 某 些 广义 的 Laplace 变换 


L [HG)] = pA 它 也 是 古典 的 Laplace 变换 . L (6(2)) = 1 


L (070))= pp" 
L [r= ~ 
Pp 
其 中 a 不 是 负 整 数 , 当 a 之 一 1 时 它 也 是 通常 意义 的 Laplace 变 
换 ， 当 a 过 一 1 时 它 是 广义 的 Laplace 变换 
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Pr wo hh 


(PHO [To 一 ap 


其 中 为 正 整 数 , 这 也 是 奇异 广 函 的 广义 的 Laplace 变换 
另外 ， 广义 的 Laplace 变换 f， 当 p 沿 着 正 实 轴 趋 于 oO 时 ， | 
ftp)| 的 增长 也 不 能 超过 一 个 志 的 多 项 式 , 这 一 事实 在 应 用 
Laplace 变换 解 微分 方程 的 定 解 问题 时 经 常用 到 , 例如 , 当 a 记 0 
时 ,ee 等 是 不 能 取 作 Laplace 变换 的 象 函 数 而 应 合 去 . 
最 后 指出 ， 当 应 用 Laplace 变换 解 常 系数 微分 方程 带 有 初始 
条 件 的 定 解 问题 时 , 应 该 注意 通常 意义 下 的 Laplace 变换 和 广义 
Laplace 变换 之 间 的 联系 和 区 别 ， 例如 设 初 值 问 题 


| y(t) 十 ay (1) 二 asy(t) = TD 


;+t>0 


y(0) = yo, y' (0) = z 
这 时 上 基数 是 定义 在 上 之 0 上 ， 作 通常 意义 的 Laplace 变换 得 
PY(p) 一 pyo — YapY(p) — yo) tt asY(p) = el(p) — el0) 
但 是 大 作 广 义 的 Laplace 变换 时 ,广义 函数 在 一 点 的 值 是 无 意义 
的 ， 所 以 初始 条 件 应 该 转化 成 方程 之 中 的 某 些 附加 项 ,其 物理 意 
义 是 在 上 一 0 于 突然 的 初 奶 激发 应 该 转化 为 某 些 形 式 的 脉冲 激发 ， 
这 时 首先 应 设 
fc) = y(t),t 之 0 E01) = Ee(f),t 守 0 
0,t<0O | 0, ft 过 0 
则 按 广义 函数 的 导数 运算 应 该 有 
f' (1)= y (1) + (1) yo 
f°(2)= yt) (yo + Ot)y, 
E' (1)= e' (1) + e(0)60¢) 
所 以 得 
f”° (D+ af’ (+ af tt)= E’ (t) + 6 (1)yo 
十 (yi 十 Qiyo 一 8(0))60) 
作 广 义 的 Laplace 变换 得 
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pr fCp) + apf Pp) Haftp) = pED) + py (yay — el0)) 
两 种 不 同 的 处 理 方法 所 得 到 的 结果 实质 上 是 一 致 的 , 在 某 些 常 系 
数 线性 系统 中 ， 这 种 广义 的 处 理 更 为 方便 . 


4.3 基 本 解 


4. 3. ] 微分 方程 的 基本 解 


根据 广义 函数 的 运算 ， 可 以 在 广义 函数 空间 中 来 讨论 一 般 的 
线性 微分 方程 的 解 ， 例 如 > 变量 的 二 阶 线 
L | zj 一 > > (ZX) 本 一 + > (z) 5 一 一 去 十 cr)u 


一 Fa (1) 


其 中 a, 《TX)， b. ( 习 ) ， CC 人) CE C™*(R"), f (x) 和 D!’ (R") 9 在 广义 末 


数 宇 加 D' (R") 中 方程 (1) 的 解 w(x) 是 
CL la], $7)) = (f(x), P(X), YY pr) E 万 (RR") 
即 
(zy L*[9]) = (f(x), 9(7)) 
其 中 上 * 是 工 的 共 罗 微 分 算 子 ， 特 别 对 于 齐 次 方程 f(z) = 二 0 时 ， 
则 
‘ulr), L*[¢|) = 0, VY pr) € DOR") 
车 E(x,§) 满足 / 
LikE(zx, 6)]= 6(r—é) 

则 称 ECx,，§) 为 方程 (1) 的 一 个 基本 解 . 

由 基本 解 (zx，6) 和 线性 迭 加 原理 , 形式 上 可 得 方程 (1) 的 
一 个 解 


u(xX) 一 |f (ECz, Eydeé 
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Bp9 


形式 地 验证 为 
L [u(rz)]= [fe LB, §))dé 


-| Fa — tdé 
Rk 


一 三 (并 
在 广义 函数 的 意义 下 ， 广义 浅 


u(X) 一 |7 fCEIE(r, Ede 


R” 


定义 为 
(u(x), HX)) = (jE), E(x, §), FT))), VY Pr) €E DOR") 
这 种 定义 类 似 于 两 个 广义 函数 的 折 积 . 


基本 解 E(x, 5) 又 称 为 点 源 图 数 或 影响 函数 ， 它 的 直观 意义 
是 表示 在 点 《给 一 个 单位 脉冲 点 源 而 产生 的 物理 场 的 分 布 . 

根据 定义 , 方程 (1) 的 基本 人 解 E(z, 6) 不 是 唯一 的 , 它 可 以 相 
差 齐 次 方程 的 一 个 解 , 但 通常 要 根据 问题 的 物理 意义 和 数学 上 的 
需要 而 选 定 某 一 个 基本 解 为 方程 的 基本 解 ， 这 种 特定 的 基本 解 又 
常 称 为 方程 在 R" 中 的 格林 函数 , 后 面 将 用 三 个 典型 方程 的 基本 
解 来 说 明 这 种 特殊 选 定 的 含义 . 

一 般 而 言 , 变 系数 线性 方程 (1) 的 基本 解 是 很 复杂 的 , 而 且 
它 的 存在 性 也 未 见 有 一 般 的 证 明 . 但 业已 证 明 常 系数 线性 方程 的 
基本 人 解 总 是 存在 的 , 而 且 通 常 可 用 Fourier 变换 的 方法 把 基本 解 

对 于 党 系数 二 阶 线性 方程 


Li] Doi + Daa to fe) (2 


其 中 Qij bi (5 均 为 常数 ,由 于 对 于 自 变 量 的 平移 方程 不 变 ， 所 以 
已 可 选 脉 冲 点 狼人 于 原点 ， 而 称 满足 
L [E(x)|] = d(x) 
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的 解 (zx) 为 常 系 数 方程 (2) 的 基本 解 ， 这 时 
L (El(r — é§)) = (z+— é) 
而 方程 (2) 的 一 个 解 可 以 表 为 


W(x) = f(z) E(x) 一 | reEcz _ edé 
R” 


例 1 常 微分 方程 的 基本 解 . 
设 
L(u(z)) = u” (x) Tarr)u” (7) 十 … 十 ao(z)uCz) = f(z2) 
癌 过 CCz，eE) 满足 

LIiU(z, 8)] 一 0 
U| :一 0 
dU 
dx | -8 
d"-2U 
dx" 
d"—1U 


| 一 ] 


dxrx"-! 


文 一 起 


则 
E(x, £)= 抽 抽 “)， Tf U(x, EHCz 一 和 
0，Z< 5 
为 方程 
L [Lx(z) = f(z2) 

的 一 个 基本 解 . 此 基本 解 的 支 集 在 + 宇 $ 中 ，, 它 在 点 的 (n 一 1) 
阶 导 数 有 一 个 单位 跳跃 ， 所 以 n 阶 导 数 产 生 一 个 单位 脉冲 . 这 种 
基本 解 表示 脉冲 点 源 6(z 一 6) 只 在 z 增加 的 方向 施 其 影响 而 得 
出 的 影响 函数 . 

对 于 常 系数 常 微分 方程 

L [x]= wu (x) a "(zx) + + aou(r) = f(z) 
它 的 基本 解 £Cr) = U(rzyH(zx) ， 其 中 
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L[IV]=0 
| U0) = = U0) =0,U" (0)=1 

通常 又 称 U(z) 为 初 值 问题 
u(r) 十 aiacerD(z) + 二 aou(z) = f(r), zx>0 
u(0) 一 zy Ww (0) 一 2 2 (0) = u,_i 
的 基本 解 . 根据 从 加 原理 和 齐 次 化 原理 ， 上述 初 值 问题 的 解 可 表 
为 z 
UCT) =uU Ur) + uaU CX) uoU” "(rz)+ f(r) KUCz) 
其 中 


fxr) kU) = [fev _ gdé 


例如 : 
u' (Xx) 二 f(x) 的 基本 解 EC(zx) = 二 H(z) 
zt (Xx) 十 au 二 f(z) 的 基本 解 E(x) = 二 @ “H(zx) 


wr(z) 十 aru(z) 一 f(z) 的 基本 解 E(x) 一 22H(z) 


wm (z) = f(z) 的 基本 解 E(z) = zjyiH(z) 
例 2 ”调和 方程 的 基本 解 
设 7 一 Wz2 十 开 十 于 》 由 于 


] 


As = 4x0(zx, y, z) 
所 以 三 维 调 和 方程 的 基本 人 解 为 
E(x, 》， 之 ) 一 一 二 


它 的 物理 意义 可 解释 为 在 原点 的 单位 正 电荷 在 自由 空间 产生 的 电 
位 是 二 ， 此 基本 解 满足 当 |z| 一 ce 时 , 已 -> 0 这 一 特定 的 条 件 ， 
物理 上 解释 为 在 无 穷 处 电位 为 零 


数学 上 求 出 三 维 调和 方程 的 基本 解 也 有 一 些 分 析 的 方法 ,其 
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-是 根据 问题 的 对 称 性 , 即 在 自 变量 的 旋转 变换 下 方程 的 不 变 


E(x, y, 2) = E(r) 


所 以 当 r 关 0 时 
dE 2dE 
dr r dr 


E(r) 一 ci 十 cs 二 ,会 去 在 全 空间 调和 方程 的 解 c, ， 取 EE(r) = 
1 又 由于 根据 Gauss 公式 ， 对 于 任意 (zy, 加 E CD) 站 
C*(Q), (0, 0, 0) € Q，, 均 有 


二 0 


1 
| Ardzdydz =— 4rg(0, 0, 0) + fi1 ap | 
7 -ran 


a on 


所 以 得 


另 一 种 求 下 (zx，?，z) 的 方法 是 利用 三 维 的 Fourier 变换 ， 由 
A = 0(X, yy, Zz) 
作 三 元 的 Fourier 变换 得 
— PE(A, Ah,, i)=1 
其 中 02 一 邓 十 天 十 虹 ， (A, 加 ,0) 为 E(x，y,) 的 Fourier 恋 
换 ， 所 专 
A = 一 广 


sn 
设 r= 二 和 Mri 二 Yi， 类 似 的 可 二 维 调 和 和 方程 
A,u lr， y) 二 0 
的 基本 解 为 
E(xr, y) 一 一 让 In 二 


2D0 


设 > 王 YY 好 十 妇 十 … 十 妈 ， 类 似 的 可 得 半 维 调和 方程 


Au(7X) 一 0 
的 基本 解 
E(x) 一 一 5 7 (n 之 3) 
其 中 
Si(n) 一 2 一 公克 
(=) 


表示 维 空 间 R" 中 的 单位 球面 的 面积 . 
调和 方程 的 基本 解 只 有 唯一 的 奇 点 ， 在 除去 此 奇 点 的 区 域内 
它们 均 为 调和 方程 的 古典 解 . 
例 3 Helmholtz 方程 的 基本 解 . 
类 似 于 三 维 调和 方程 的 情况 可 求 得 三 维 Helmholtz 方程 
Au + ku= 0 | 
的 基本 解 为 
一 Te" 或 一 je 或 一 coskr 


其 中 7r 二 Vx 十 YY 十 z?. 通常 取 基 本 解 为 
Ez, y, 2) 一 一 ie 
它 在 > 一 co 时 满足 
5 
= +ikrE =o( 二 ) 
其 中 第 二 个 条 件 通常 称 之 为 向 外 幅 射 条 件 . 
关 似 地 ， 二 维 Helmholtz 方程 的 基本 解 为 
忆 一 工 NoChr) 
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例 4 热传导 方程 的 基本 解 . 
由 
dk 
tt 
相对 于 空间 变量 xz = (zi，Zza，…，2Zn) 对 相关 孙 数 作 Fourier 变换 
可 得 


— a’‘A,E = (Xx)0() 


ME 0 , 十 Q2 po?E CA, 1) 一 CC) 


其 中 居 王 罕 十 … 十 息 ， 
EC, 1) 一 ee 和 
Elz, 2)= Fle™*’]. HC) 
1 -和 
| Da pr ~ 


基本 解 E(x, t) 也 只 有 唯一 的 一 个 奇 点 为 原点 . 
例 5 波动 方程 的 基本 解 . 


H(i) 


由 
2 _ AE = Cr)807) 
相对 于 空间 变量 作 相 关上 因数 的 Fourier 变换 得 
2 A A 
CED + ap 应 (0 t) = 86) 
EC, 2) = nap yy 1) 
sinapt 
Er, D) = FP" P|HO) 


所 以 ， 当 7 一 时， 
FE(zx,, 1) = Lp (Caz -一 TI)H() 
E(x1，, zt) 的 文集 在 上 之 0 让 区 生生 全 所 国民 的 锌 攻 开 一 ， E(xzi, ) 


在 上 0 中 的 两 特征 线 azf? 一 x ?= 0 上 发 生 了 间断 . 
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Er za t) = 过 -一 一 有 (oo HE 


2Aa /oi ra 
其 中 刁 一 好 十 准 ， 它 在 :>0 中 的 特征 锥 面 azz 一 天 一 0 上 发 生 


同 断 ， 文集 在 特征 锥 上 . 
nn 二 3 时 ， 


E(xi, < 人 29 十 3 t) 一 rar or 一 at)H (E) 


它 的 支 集 只 在 上 0 中 的 特征 锥 面 7? 一 oz = 0 上 . 
n 之 3 时 ,其 基本 解 会 发 生 更 大 的 柯 异 性 . 


4. 3.2 常 系数 线性 偏 微分 方程 初 值 问题 的 基本 解 


设 初 值 间 题 
一 一 了 [xzt>0zeER 
| m1 
& | ,~ = RZ) _, = hr) ,st | = ,1 7) 
C3) 


其 中 工 是 一 个 只 含 对 zx 的 偏 导 数 的 常 系数 线性 微分 算 子 . 硅 
Uz, t) 满足 
] CE DIV tS>0rER 


gr 
2 7 (7 a”™ UU 
] Ul = 0, 37 ,一 机 Fm = 0, TT 了 Am 一 1 = OZ) 
则 称 U Cx， z) 为 和 年 问 是 (3 的 基本 角 在 这 里 U(x，, 加 征 全 时间 
参数 上 的 广义 图 数 . 


不 难 验证 , 车 UCzx, t) 存在 , 则 问题 (3) 的 解 可 以 表示 为 
(zy = Ur, KG z) 十 UT, tb) gal)) 


十 … “十 = fm _ 9” (V(x, t) 火 g(t)) 
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在 上 述 的 论述 中 并 不 保证 初 值 问题 的 基本 解 一 定 存在 ， 初 值 问 题 
的 基本 解 的 存在 性 和 方程 的 类 型 有 关 . 
名 年 初 信人 问题 37 的 竹本 角 VCz,， ti) 存 ,， 那么 方程 


ou 
Fr 一 也 [zj =0 


的 支 集 在 上 之 0 中 的 基本 解 为 
El(z, t) =U(zx, tHG) = 
这 和 党 微分 方程 的 情况 类 似 . 


例 1 热传导 方程 初 值 问题 的 基本 解 . 
由 . 


U(Zz, i) 上 之 0 
0 tt 之 0 


ot 
U |,-o = (x) 
相对 于 空间 变量 rx 作 7 元 Fourier 变换 得 
| ep 


| A t>0,XER’ 


Ul,o=1 
所 以 
六 (四 一 ee 
Ux, t= F-i[ore] 
| 一 C2a /ye 4a2 
所 以 初 值 问题 
| 5 一 04 上 0 所 Rn 
u|,o 一 PCT) 
的 解 为 


u(rzx, 1)= U(x, 1)* p(x) 


] | 。 (zl 一 有 | 
一 一 一 一 一 一 )e ct 
Ca Vy 


”这 就 是 前 边 已 得 到 过 的 Poisson 公式 ， 

例 2 波动 方程 初 值 问题 的 基本 解 . 

. 
= A tt>0,rE€ER’ 


U | 一 0， | = 6 (Zz) 
相对 于 空间 变量 x 对 相关 沙 数 作 x 元 Fourier 变换 得 


2 
ECD p00, 
dd _ 
过 |,-。 9， dr 0 -一 ] 
所 以 
UA, 1) = sinapt 
/ ap 
rl Sinapt 
Uz,t)=F | ee | 
n= 1] 时 ， 
Ur, 1) 一 二 (ai 一 1) 
所 以 
a 3 
< 2 
ou 
u|,-o 一 OZ1)， af _ = f(x1) 
的 解 为 


u(r, 1t) 一 (Uz £) 火 p(T) ) 十 U (Zi, t) 火 YX) 


z, +ar 


= 十 et) | 二 ;| CE de 
这 就 是 D' Alembert 公式 . 
n= 二 2 时 ， 
i 1 _ 
U(r,, rx,, 1) = Dra 大 Hat r?) 


其 中 7 = 二 VY zi 十 x ， 这 时 在 用 Fourier 变换 的 反 演 公式 得 出 
U(xi, Xs,» £) 时 和 需 进 行 较 党 一 点 的 演算 . 由 此 可 得 出 二 维 波动 方 


程 -一 般 初 值 问题 
3 一 arAsw t>0,7XER 
ul|,o = PCZ)， 下 | = VCz) 
=0 
解 的 Poisson 公式 


(zy =Uz, DuGlz) + FUCz, tk pz)) 


-2 vs, ,€,) 2 deide。 


“XO De VY Qt 一 《2 -一 £ )? 一 《2， 一 E,)* 


- Be V azt — (xr) — 61) — (x, — €,): 


其 中 D* 表示 以 点 二 (XI, TX) 为 中 心 ， CQ 为 半径 的 圆 域 ， 
n 二 3 时 ,这 时 需 按 广 义 范 数 Fourier 变换 的 意义 和 运算 来 求 
出 A, 2) 大 现 数 t) ， 邑 


Wz sinapt iCA] I] 1 Tr tr tT dA dA,dA, 


U(x, 1) = 


gE 
由 于 对 称 性 可 设 参 点 工 二 《zi1，Zo，Z3) 位 于 4 轴 上 的 点 (0, 0， 


7") ,r+ 二 zi 十 Xx? 十 x? ,应 用 球 坐 标 (bp, 9, 9) 得 


250 


十 ce 下 2 


| SInQOL ioeosg » . 
U(x, i) cazay | jo © pzsingdodldp 


十 oo 


] 
272a7 


| sinrposinaptdp 
0 


二 oo 


一 二 | [cos(r — at)p — coslr + at)pjdp 


[6(r — at) — $(r 二 at) | 


= Zier 
= 8 一 at) 

由 此 可 得 出 一 般 的 三 维 波动 方程 初 值 问题 
2 — aAu 1t>0,TER 
& |:-o = PCZ)， 2 一 $7) 

的 解 为 

uzyt) = YT Ur, ) + Fr Uz, t)) 
由 于 
Gz) KUCz, t) = i | $1, a, 6) Sak dédé, 
, 


其 中 r= 和 (人 一 十 (56 一 zo)? 十 (8; 一 XZ)? 以 S7 表 示 


(ZX1，ZX2， 3) 为 中 心 ， 为 学 径 的 球面 ， 利用 球 坐 标 ， 则 
owe o- 志 | 2 


2D7 


其 中 Mz[y] 表示 涵 数 在 以 X= 二 (zi, Xz， Xs) 为 中 心 at 为 半径 的 
球面 上 的 平均 值 , 所 以 得 


ulx, t) = tM*[y 十 二 [LAdeLo] 
人 


oi ED] + + Le ult > 0,r ER 


3 ”— 
=0 一 (I), 5 _ 一 的 (人 并)， 


了 7 一 P12) 
其 中 工 , 一，…，Z。 为 只 含 关 于 自 变 量 z 的 偏 导数 的 常 系数 微分 
算 子 ,其 基本 解 U(x, 2) 的 定义 是 相同 的 , 但 这 时 上 述 初 值 问题 
的 解 一 般 可 以 表 为 
u(x,1)= f,_1(x) KU(Cz, 1) 十 5 Cf- aXT) KU(r, 1) | 


十 .十 和 -2 [f(z) UCz, t)] 


其 中 f(z) 需 由 初始 条 件 和 方程 用 下 列 各 式 递 推 地 确定 
f oz) 一 go (Ti) 


mm 7 
fx) 十 folx)* 0 = G(x) 


fm_2 CX) 十 fn_3CT)* 0 


Zn 
十 … 十 fox)* i Gna) 


fC2) 4 fr) x 0 


27— 
tt fC 全 0 一 pz) 


9z 29% du du 1 
91 zr tart azt dt>0r€ER 


9 . 
u|,_, = mx), ey — @ (x) 
! -一心 


则 
u(x) = [WKUCz T+ [Gr) — Pr) KbCz) J kU,t) 
一 和 [orz) kU(r, ti] 十 [9 Cz) — br) |x UCr, £) 

其 中 U(x, ) 满足 

a / 

Ee +b 二 十 dU 

oaU 
U |,.o 一 0， ar ,0 = 0(X) 


4. 3.3 混合 问题 的 基本 解 
类 似 于 初 值 问题 的 基本 解 可 定义 混合 问题 的 基本 解 , 以 例 说 


明 . 
设 混合 问题 
2 = a 0, t>>0,0< 二 ZrX<=<l 
一 站 
u|,o = 0, ul, :=0 
若 Uzx， i; s) 满足 : 
9U _ 29U | 
5 一 4 jit> 0 ZE (0，1) 
_0 34 
U |,_, 一 OQ， 了 7 ,_, = 一 Ox 一 é) 


U |,_o 一 0 U |,_, = 0 
则 称 UCz, zt; 6) 为 混合 问题 (4) 的 基本 解 ， 应 用 分 离 变 量 法 或 有 
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限 正 强 屡 换 可 得 
zy 全 一 六 二 sin ésin tsin -2 
这 时 (4) 的 解 为 可 | 
ux, D) = |UCzs ts OC) + |U Cz, ts $9 ds 


忆 
u(rX, tt) = >| | 儿 sin 2 a, 十 多 cos Te |sin + 
其 中 
y, 一 于 wcé)sin edé 
， 
4 一 了 |ece)sinz 6 


习 题 四 


内 容 包 括 ; 用 Fourier 变换 、Fourier 正弦 和 余弦 变换 及 
Laplace 变换 解 题 , 广义 函数 和 方程 的 基本 解 ， 初 值 问 题 和 混合 
问题 的 基本 解 ， 初 值 问题 的 基本 解 和 方程 的 基本 解 的 关系 . 

1. 应 用 7 和解 题 
Ju a 5 一 f(z, 1) 


| 
u | = GZ) 
3 9% 
Fy 
(2) ; 
u | ,0 一 PCZ) ， 本 一 DX) 
t=0 
rit 
(3) adrt va ya 
2& | -oo 一 PX) 


之 光 
(4) | 
Sin 
“i 
2 ~ aA = 0， t>0 
(5) jy, 
u|,_, = 0， ey 一 Jy(x, y) 
t | ,0 
re YA |- 1 ] 
2xa AN 2 7 
aa 和 检 十 参 at ” 
r= Vz 十 >) 
ou 一 a’*Au,t>0 
(6) (9 
|,-0 一 XYy 
应 用 FT 或 FT 或 LT 解 题 


Ou ou 
A ~ ? ? U 0 
ae tea flz, t),t>0,7+> 


|, 一 p(T), w |.o = 0 


cu 一 az2u_ ,0 ro 
1 dz 
(2) , 4 加 
WU | ,0 A ?7 站 
Iu 9 so0,rS0 
t dr 
9u 
(3) Ul,o = 0,， 了 7 一 
(Eo)| -ae 
和 1 定 一 六 
十 cx 一 0, 过 >>0y>>0 
gdDy 
(4)4 1 ,0 
u|,o0 = gly) 
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g(0) = 0, L7'( Ber:)= S72 Vzy) 
94 -3 
a 


"rr 
J 


一 28 SE 一 bu, 上 0 并 全 0 


X” 


9 
at 


(5) 


& | ,0 一 0， 


开 一 站 


以 | ,0 一 g(t) 
A 一 0， 和 人 > 0， 儿 D0 


| = rz)，5 了 二 
应 用 交换 积分 顺序 和 广义 盟 数 的 运算 直接 验证 


(1 ) 一 - 二 | "dA | flé)Yye “dé = 大 xz) 


2 人 


2 ) 二 | sinAzdA| fCé)sinAédé = f(z) 


7 + oo 
(3) 二 "| cosAzd2| Feycoshede = f(z) 
直接 验证 下 列 方程 的 基本 解 
(1) 验 证 元 万 (az 一 ?一 (x 一 ?HG 一) 满足 
az ,9 


= (rT— €,t— Tr) 


oar a Ox? 


1 (x€)’ 
1 TT 4a2 一 下 H TT ) 

5 

a = (x 4, 一 T) 
(3) 验 证 (2) 中 的 函数 ， 当 作为 ,rz) 的 图 数 时 满 下 

aU 

Ei 9 一 一 (一 书生 一 了 

求 下 列 方程 的 基本 解 


(1) y" (xX) 一 2y GZz) 十 ?GZ 一 0 
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ow 
(2 5 一 2 了 


6. 根据 调和 方程 的 基本 解 , 求 出 二 维和 三 维 重 调和 方程 的 基本 
解 ， 即 求 下 列 方程 的 解 

(1) A,(AU) 一 和 (OZ，y) 

(2) A3(AsU ) 一 0O(X, y, 之 ) 
7. 先 求 下 列 初 值 问题 的 基本 解 ， 再 写 出 方程 的 基本 解 ， 写 出 初 
值 问题 解 的 积分 表达 式 


du Ou 
(1) 5 开 十 4 和 二 yz， 1),1:>0 
2z | ,-。 = P(X) 
du _ IW ,ou 
| a 4 3x tazrt 一。 
2 | ,0 一 PX) 
dU 9 9u 
atft dx 20 天 ou 
(3) ; 
u|,-o = P(x), Er 一 y(z) 
:一 0 
9 9 必 Adu au 
32 一 pu 
(4) ; 
u 
u|,-o 一 0 1 一 i 


(7 See + 一 EA b wa — xi)H(a’ 一 zx), a> 0 


du _ ou 
a toate 
ul|,o = P(x, y) 
9 9 
Pai yt 
(6) ] 
u 
:0 二 0， 一 一 一 » yy， 
“lo = 0, 了 | = yz, y, 2) 
8. 求 混合 问题 
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TT 他 


[2 ut fz 1),t>0,0<zX<L! 


9 
i |,-0 一 P(X) 
\iul:o = 0， zl- 一 0 


的 基本 解 U(x,&, !)， 并 用 它 来 表示 上 述 问题 的 解 . 
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5 ” 共 罗 算 子 法 和 Green 函数 


*5.1 常 微分 方程 边 值 问 题 及 其 格林 函数 


5.1.1 常 微分 方程 边 值 问题 和 共 施 边 值 问题 
设 边 值 问题 
| L |iu|= a,(r)u” (xX) 十 ai(CZz)JU 人 KZ) 十 a (ru 
= f(r),a <rt<b C1) 
LL) 一 oula) + Biu' (a) = wu) 
| lslu] = qulb) 十 Bau’ (6) = a, z 
其 中 a,(zx) 天 0，ai(z) 充分 光滑 , 巡 十 记 尖 0 一 1，2. 

党 微 分 方程 的 边 值 问 题 和 初 值 问题 有 很 大 的 不 同 , 初 值 问题 
的 解 总 是 存在 唯一 的 , 而 边 值 问题 (1) 则 不 然 ， 其 最 基本 的 结论 
是 : 

如 果 问 题 (1) 的 解 唯一 ， 即 对 应 的 齐 次 问题 只 有 零 解 , 则 对 
于 任意 的 右 册 (x) 和 边 值 w 和 ws 问题 (1) 的 解 总 是 存在 的 , 它 
的 解 可 由 方程 的 通 解 和 边 值 条 件 来 唯一 的 确定 . 但 如 果 齐 次 问题 
有 非 零 解 ， 那么 (x) 和 边界 值 4 和 zs 还 需 满足 某 种 相 容 性 条 件 
时 间 题 (1) 才 有 解 ， 而 当 相 容 性 条 件 满 足 时 ,问题 人 1) 的 解 一 定 不 
是 唯一 的 ,它们 可 以 相差 齐 次 问题 的 任意 一 个 非 零 解 ， 边 值 问题 
的 这 种 性 质 类 似 于 有 限 维 空间 中 的 线性 代数 方程 组 . 

设 L* 是 工 的 共 思 微 分 算 子 ， 即 / 


2 : 
L*fv|= (az(z)o(z)) 一 (aCz)v(z)) 十 ao(T)v 
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则 有 基本 的 微分 恒等式 
vr)L [u(rx) | — ur)L*lv(r) | = [u(x), vr) | 
其 中 
[ac v0) = a C7) 0) EE lr) Ha, (rv)) 
U(XT), v7X) |= Qa, (xX)v 本 二 (aa 


十 al(r)u(r)vu(r) 
所 以 得 基本 的 积分 关系 式 


|[ez Fu] Ll dz = uCr), oz)]i 


如 果 u(x), vz) E Ci(a, pb 门 Ci[a, 5]， 且 满足 齐 次 边界 条 件 
| jz 一 aa 十 Bix (la)=0 
[zx 一 av) + Bu' (6)=0 


DL(v|= ovla) 二 Biv' (a)=0 
lov | = av(b) + fv' (5)=0 


i 


[u(x), v(x)1|*=0 


| cn)L {wu ldz = | uL* [vldz 
则 称 边界 条 件 4 和 4 为 ,2 的 共 思 e 边 界 条 件 ， 而 称 边 界 问题 


L*[v|= g(x) 
LiLv] 一 VI (1”) 
ls 一 也 2 


为 (1) 的 共 罗 边 值 问题 ， 这 时 (1) 也 是 (1* ) 的 共 罗 边 值 问 题 , 互 
为 共 轿 的 一 对 边 值 问题 (1) 和 (1* ) 是 紧密 相连 的 , 通常 一 起 加 以 
讨论 . 例如 者 对 应 于 (1) 的 齐 次 问题 只 有 和 零 解 ,那么 对 应 于 ( 1” ) 
的 齐 次 问题 也 只 有 零 解 . 
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如 果 世 = 二，4 一 hi, ls = Ll,， 则 称 问 题 (1) 是 日 共 罗 的 边 值 
问题 ， 例 如 


d du / / z 
| 二 (4Cz) 了 — g(r)u = f(z) 02) 
LiL) 一 Wl: lsLu] 一 Ws 
是 自 共 罗 的 问题 . 
5.1.2 边 值 问题 的 Green 函数 
知 G(x, 动 满足 


| L*[G|]= 6(r — é€), a E <b 
LLG, ] = 0， lLG] 一 0 
则 称 G(x， 8) 为 边 值 问题 人 1) 的 Green 通 数 ， 
若 UCzx, 6) 满足 
| L IV]= 6(r— é) 
lv]=0, U0]=0 
则 称 UCz，§) 为 边 值 问题 (1* ) 的 Green 函数 . 

震 问 题 (1) 对 应 的 齐 次 问题 只 有 和 零 解 ， 则 问题 (1” ) 对 应 的 齐 
次 问题 也 只 有 有 零 解 , 这 时 Green 图 数 CG(z，6) 和 了 (rz，6) 总 是 存 
在 唯一 的 , 且 除 了 点 三 外 它们 分 别 满足 齐 次 方程 ， 是 在 x 
保持 连续 ， 而 一 阶 导数 有 第 一 类 的 间断 ， 其 婚 度 为 二 sy .而 在 
端点 xz 二 a 和 xz 一 5 分 别 满足 相应 的 齐 次 边界 条 件 . 根据 这 些 性 
质 可 以 确定 得 G(x, 6) 和 Uz， é&) ， 且 可 以 证 明 

Glr, §) = U(E, zx) 
即 者 G(x, 5) 是 (1) 的 Green 函数 ， 则 把 视 为 目 变 量 、z 视 为 参 
数 时 , G(x，§) 就 是 共 郝 问题 (1* ) 的 Green 函数 ， 事实 上 , 任 取 
$1 ，€; E (a, 5)， 不妨 设 6 二, ， 则 一 方面 
— | (cc EL [UCz, 8 一 Uny €)L*[GCx, &)])dz =0 


男 一 方面 利用 分 部 积分 公式 
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T= [UCz, €,), GCz, 6 让 | 十 [UGzy §), Gx, 6 站 | 
+ [U(x, €), Gz, 1)j|¢ 
=— G(é,, €) + UE, €,) + [U(r, €,), Gr, §) |, 
=— G(é,, &) + UC(é, &,) 
所 以 
Ge 人) 一 US §) 
即 
CCz，&E) 一 Te x) 
上 述 较 严 格 的 推导 证 明 过 程 可 用 下 列 较为 形式 的 推导 过 程 而 
得 出 相同 的 结果 ， 即 一 方面 


1= | (GCz, EL [UCz, $2)] — Ulz, €)L* (Glz, §))}dz 


| ce， Sr 一生) 一 De5)0Cz 一 和 ))dz 


— G(é,, 5 ) [7 (2 ， 2 ) 


而 另 一 方面 形式 地 直接 应 用 分 部 积分 公式 
/ T= [U(x, €,), G(z, & 


所 以 
G(é,, 5 ) 一 U(Eé,, &,) 


若 设 u(x) 是 边 值 问题 (1) 的 解 ,， G(x,，&) 是 (1) 的 格林 函数 ， 
则 一 方面 
7 = | cez， EL ru] — wuL* (Gx, £)))dr = | GCz, fr)dz 
另 一 方面 应 用 分 部 积分 公式 

1 = iu (xX), G(x, é)]|: 十 [u(xz), G(X, s) | | 
一 [u(x), G(rz, €) 1|2 十 2() / 
所 以 得 
u(E) 一 | G(X, E)f (rx)dzx -一 [ulx), G(X,， <) ]|。 
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即 通过 Green 函数 , 把 问题 (1) 的 解 表 示 出 来 . 特别 ,如 果 二 和 2 
均 为 第 一 类 边界 条 件 x(a) = 志和 《65) = ， 则 它们 的 蒜 罗 边界 


(Ee) 二 | Gx, EFC dz + ux) (Gb, £)) 1 
或 者 
u(x)= | GO, z)f(E)dé + ulé) 要 coscecd， z)) | 


— | UCz, €)fCEYdE + ulé) f(a OUz, £)) £2 


设 L*[v] = 0 的 基 解 组 为 vi(z) 和 v(xz)， 则 可 令 
A(E)v Cx) AE)v(rx) ar<t 
G(x, ¢) 一 | 
Bi(E)v (xr) BE)v (rx) EAB 
则 由 
LG1=0 
li,[G1=0 


C'(E 十 0,， 6E) 一 CE 一 0，6) 一 
确定 A:(5) 和 有 (2) ， 从 而 得 出 CCr，2) . 
5. 1. 3” 边 值 间 题 有 解 的 相 容 性 条 件 


设 边 值 问题 (1) 对 应 的 齐 次 问题 有 非 零 解 ， 这 时 共 轮 边 值 问 
题 (1* ) 对 应 的 齐 次 问题 也 必 有 非 零 解 ， 此 时 上 述 的 Green 也 数 
G(r, €), U(x, €) 并 不 存在 . 
设 v(z) 是 齐 次 问题 
L*[vl=0 
lLv] — 0, lv |]=0 
的 任意 一 个 非 零 解 , 又 设 u(x) 是 边 值 问题 (1) 的 解 ， 则 由 
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二 


| tez [ul u(x)L*[v |}dzr = | vCX)f (rd 
| to Lzj ulrz)L* Lv)}dr = [Lulzr), vr) le 
所 以 得 
| vr)f (rdr = [u(x), vz) ||e 


这 就 是 问题 (17 有 解 的 相 容 性 条 件 . 特别 如 果 问 题 (1) 的 边界 条 件 
也 是 齐 次 边界 条 件 时 ， 则 问题 (17 有 和 解 的 相 容 性 条 件 就 是 正 交 性 
条 件 

| wzJ1zydz 一 0 


5.1.4 目 共 斩 边 值 问 题 Green 函数 举例 


设 自 共 斩 边 人 问题 
| 二 (ez) ge) — g(r)u = f(x),a<r<b 
lal| = wu, lu| = wu, 
它 的 Green 茹 数 为 


| (kz) Es DY) gr)Glz, 旨 = 3(z — 6) 


LG) 二 0， lLG) 二 0 


由 于 自 共 罗 性 ， 所 以 必 有 
Gr, 6) = GE, x) = U(x, 6) 


而 问题 (2) 的 解 可 以 表 为 
W(x) = | ce. Ef EE — Facé), Gr, £1IE 


其 中 


Lv， G(r 9] 8(8)(G 避 一 uw ) 
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zt = f(x), 0 过 rt<l1 
例 1 | 
uw (0) = ls u(l1) 一 人 t? 
由 于 齐 次 方程 的 基 解 组 为 1，z ， 可 令 
A(€) 十 A,(é)z, 0 三 工 二 é& 
G(X, €) = | 
Bi(€) + Bl(é)zx, Srl 
又 由 
C| -一 0， Cl ;一 0 
G(E€ 十 0， 5) = GE — 0, €), z 
G' (E+0, 6 一 CE 一 0 6 一 1 


(一 1)z，0< 生 zz 势 
2(2z 一 1 ) ， -| 
例 ? 人 

u(0) = ui, Wu’ (1) 一 zs 
类 似 于 例 1， 可 得 


Gr, €) - | 


， 0 委 工 系 # 
一 &,， “入 工 忆 1 
Xu cu = f(x), Or<l 
例 3 

u(0) 有 界 , ul(1)=w,。 . 
由 于 齐 次 方程 的 基 解 组 为 ], lnz ， 可 今 


A1(E) 十 4;(6)lnzr， 0<zréE 
又 由 
C|--。 有 界 ， C | ,1 一 . 0 
G (€+0,6)—G' (0,6 = 
得 


Iné, 0O<zxr<E 


G(x, £) = 
Cx, ©) Inzx, Ez 忒 1 
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uu = f(x), 0<x< 一 1 
例 4 [ (0)= ww, uw (1) = wu, 
由 于 这 时 齐 次 问题 有 非 零 解 1， 所 以 首先 要 满足 相 容 性 性 条 
件 问题 才 有 人 和解 ， 由 于 


| u” (x)dzx= | f(r)dz 


| u” (xX)dz= wu' (Xx) | = Ws 一世 
所 以 问题 有 解 的 相 容 性 条 件 是 
| f(r)dr 一 2， 一 2 
当 相 容 性 条 件 满 足 时 ， 问 题 有 解 ,， 但 解 不 唯一 ， 解 可 以 相差 任意 
一 个 非 零 销 数 ，. 
这 时 普通 的 格林 函数 G(x, 不 存在 ,， 即 

| G(x, EE) = (rz—€),0<r, El1 

: G! | -0 一 9， CG | -1 一 0 
不 满足 相 容 性 条 件 , 即 
| sc 一 edr=1 关 0 
所 以 通常 需 定义 广义 的 Green 函数 El(r, &) ， 它 满足 ， 
| E"(rx, 一 CC 一 一 1 0<ze<1l1 

E' |,o=0,E'|.=0 
这 时 相 容 性 条 件 成 并 , 即 

| ez- 1dr=1-1-0 


由 于 方程 ww (z) 一 一 1 的 通 解 为 ci 十 cz 一 区 ， 可 令 


2 
A CE) 十 A,(€)zC— 林 ， 0 过 rE 

k(r, 5) = 
Bi(é€) + B,(€)zxC— 可， 之 工 二 1 


册 由 
272 


E'|_.,. =0,E'|,_. =0 
E(é€++0,€)= E(€— 0,€) 
E’' (é+0, £6)—E'(E—0,€)=1 
可 得 
十 二 一 乞 ， 0 一 工 乏 “《 
E(x, €) = ， 
‘+r, SSr<l 


其 中 c 是 任意 取 定 的 一 个 常数 , 例如 取 c == 0. 
这 时 , 如果 例 4 中 当 f(x) 和 us, ui 满足 相 容 性 条 件 时 ， 则 它 
的 解 也 可 由 广义 的 Green 函数 五 (zx， 6) 表 出 ， 


1(é) =| EC Ef Cr dr fu’ CECr,E) — u(r) EF’ (zr,€)]li+e 
- | E(x, fr)dr — ECO0, Eu — E(l, Ewe 
上 2 2 
= | 人 一 瑟 )7Gz)dz 十 | Cz— Sf)drt bu — Bute 
0 e 2 2 


5. 1.5 ”微分 方程 国有 信和 问题 和 积分 方程 固有 值 问题 的 等 价 性 


设 目 共 恩 的 固有 值 问 题 
L [a] =— £(k(z) EE)+ qu = hp)u(z), a <z<o 
Lo = 0, luj=0 


(3) 
如 果 4 = 二 0 不 是 它 的 固有 值 ， 则 
| Li[x|= f(x), a =7r < 6 
LL) = uu, ll] = ws / 
的 格林 函数 CC(z，5 存在， 所 以 微分 方程 的 固有 值 问题 (3) 等 价 
于 积分 方程 的 轿 有 值 问题 


u(rz) 一 | Gz, €) pCE) ue de 
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即 需求 使 上 述 积分 方程 有 非 霉 解 的 4 的 值 ( 回 有 信和 对 应 的 非 零 
解 (固有 员 数 ). 
类 似 的 ， 通过 格林 函数 可 以 把 微分 方程 的 边 值 问题 化 为 等 价 

的 积分 方程 的 问题 . 例如, 设 
u” = f(x), a rb 

Llu] = ll = 
肝 格 林 洱 数 为 G(x, <) ， 则 边 值 问题 

y" (x) — q(x)y(z) = f(r), a < rt< bp 
liLyj = = 0, lyj=0 

等 价 于 积分 方程 


8 6 
yx) =| G(rx, Ef Ede +| G(r, Sq(é)y(E) dé 


a 
y(z) = h(x) 十 | GCz, 6a(6)y(6)d 
其 中 y(z) 是 需求 的 未 知 函数 , 其 它 的 函数 是 已 知 的 
5.2 仿 微 分 方程 边 值 问题 
及 其 格林 函数 


可 以 把 二 阶 线性 常 微 分 方程 边 值 问题 的 有 关 概 念 和 理论 推广 
二 阶 线性 椭圆 型 偏 微分 方程 的 边 值 问题 中 ,类似 的 可 以 定义 互 
为 共 斩 的 边 值 问题 ， 定 义 Green 函数 ,通过 Green 图 数 表 示 一 般 
的 边 值 问题 的 解 ， 讨论 边 值 问题 解 的 存在 唯一 性 及 相 容 性 条 件 ， 
讨论 通过 Green 函数 把 偏 微 分 方程 的 边 值 问题 化 为 积分 方程 的 问 
题 等 等 ， 本 节 着 重 讨论 两 个 自 变 量 或 三 个 自 变 量 的 常 系数 线性 二 
阶 椭圆 型 方程 的 边 值 问题 ， 它 的 标准 形式 就 是 调和 方程 或 
Helmholtz 方程 的 边 值 问题 . 


5.2. 1 三 维 调和 方程 第 一 边 值 问题 及 其 Green 函数 


设 
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Au = f(r), TENCR 
ulam= 9 
其 中 是 RR 中 某 一 光滑 的 区 域 , 92 是 0 的 边界 , 和 9 是 充分 光 
滑 的 函数 . 这 种 定 解 问题 的 解 是 存在 唯一 的 . 

由 于 调和 算 子 是 自 共 轿 的 , 当 u(x), v(x) € C2?(0) 门 CLCD) 
,， 且 在 边界 上 满足 齐 次 条 件 xla = 一 zla= 0 时 ， 


|| | car — UAv)dr = f(s —u 52) ds 二 0 
0 5 


Naas = [Jess 


所 以 问题 (1) 是 目 共 固 的 边 值 问题 . 


(1) 


BH 


车 GCzx, &) 满足 
| AGC = 0(rx— €), XT, EEAN 


则 称 GCCz，6) 是 问题 (1) 的 Green 函数 . 它 是 一 种 特殊 的 基本 解 ， 
其 物理 意义 可 解释 为 使 边界 32 保持 零 电 位 时 ,内 位 于 $$ 点 的 点 
电 和 蓓 在 均匀 介质 2 内 的 电位 分 布 . 

根据 调和 方程 的 基本 解 ，Green 函数 又 可 直接 的 定义 为 


G(xX, §€) 一 一 地 一 二 g(r, €) 


/一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
其 中 r= |z 一 |= YY (zi 一 和 ?十 (xs 一 所 )2 十 (Xs 一 5)2， 
g(Cz， SS) 满足 


Ag(x, E)=0 
ll 
2 1a0 4X 了 20 


所 以 G(z，6) 由 两 部 分 组 成 ,其 一 为 一 去 二 ， 它 仅 在 点 有 较 


低 的 奇 性 , 除了 点 外, 它 满足 调和 方程 , 它 可 解释 为 位 于 点 & 
的 感 电 丛 在 和 目 由 空间 产生 的 电位 分 布 ， 另 一 部 份 是 g(x, 6) , 它 
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在 2 内 无 奇 性 且 处 处 满足 调和 方程， 可 解 和 为 感 电荷 产生 的 
电位 分 布 , 它 在 边界 39 上 的 电位 和 二 二 相对 消 . 根据 这 种 物理 
解释 ,对 于 某 些 特殊 的 区 域 可 以 把 gCz，6) 构造 出 来 , 即 构造 在 
0 外 的 某 种 电荷 分 布 , 使 它 在 自由 空间 产生 的 电位 分 布 在 边界 20 
上 正好 和 一 二 二 相对 消 , 称 这 种 方法 为 电 像 法 .一 般 而 言 ， 
g(r, ¢) 和 上 列 的 个 特殊 的 边 力 值 问题 确定 . 

由 于 (1) 为 自 共 轿 的 边 值 问题 和 关于 GCx, 6) 奇 性 的 分 析 可 
证 明 | 

G(z, &) 一 G(E, 六 】 
事实 上 , 任 取 ,7 E 0 , 则 一 方面 


I= | (Gx, AGC, Wn) — Gr; WAGCz, Edr=0 
“0 


男 一 方面 根据 G 的 奇 性 分 析 和 Gauss 公式 有 
= 出 ce 人) se， 0 Gr, 7) |d， 


一 lim | G(r, €) et， (zx, 1) — G(X, 7) AC (zx, ©) $) jd: 
-et Nm 
B.CE) 
— lim G(x 上 ) G(x, 了) G(X, 7) tz, 2 
t= 


=— G(E, 7) 十 CGI，5) 
其 中 B.C§)，B.C7) 分 别 表示 以 和 7 为 中 心 6 为 半径 的 小 球 ， 所 
以 
GE, 7) = G7, §€) 
BB 
G(x, €) = G(E, x) 
上 述 较为 严格 的 推导 证 明 过 程 可 用 下 列 较 为 形式 和 简单 的 推 
导 过 程 而 最 终 得 出 相同 的 结果 ， 即 一 方面 
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[0 


I= | (GCzx, EAG(z, 7) — Gz, WAGCr, €) dz 


和 


= |||{Gcz, ecr — WD) — Gz, Dez — §))dz 
) 


= G(7, £€) — GEé,7) 
田 一 方面 了 且 接 的 应 几 Gauss 公式 得 


1= 由 cc <、 ae 1) 2 _ Gor, 7 2G(zx， 1 


| 
OS 


所 以 
G(€, 7) 一 CI，2) 

这 种 较 直 接 简 单 的 形式 的 推导 演算 过 程 ， 在 许多 教材 中 经 常 采 
用 ,本 教材 中 有 时 也 采用 . 

属 林 洱 数 的 对 称 性 又 称 为 互 易 性 ， 其 物理 意义 是 在 点 处 的 
尽 产 在 处 产生 的 影响 等 于 在 z 处 的 点 源 在 处 的 影响 . 

设 u(xz) 是 边 值 问题 (1) 的 解 ,CCz，6) 为 (1) 的 Green 了 忒 数 ， 

则 一 方面 由 于 


1 一 Nes £) A,u — UAG(r, E)dz 
n 


一 cc <)7JCz)dz 
另 一 方面 应 用 Gauss 公式 : 
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I 
W(x) 一 be 9 Gg, + 川 ce Ef CE dE 
特别 ， 当 f(zx) 一 0 时 有 
aG 
u(x) = (Wo —ds 
re 


当 P= 0 时 ， 有 
w(x) 一 川 cc， 6) fC) dé 
设 调和 方程 的 固有 值 问题 
人 


(2) 


若 CG(z，6) 是 (1) 的 Green 因数 ， 则 固有 值 问题 (2 等 价 于 积分 广 


程 的 固有 值 问 题 
V(x) =— tj |e, EV (EdE 


若 固有 值 问题 2) 的 固有 值 序列 为 入 ,nm,:， 对 应 的 固有 消 数 


系列 为 ,i(X) ， 它们 构成 2 区 域 上 完备 的 正 交 系 ， 则 可 令 
Gx, €) = > 2 > A EV,, ne(Z) 
义 由 于 


Vm (€) : 
bz -2 22 | 7 (zx) | (zy i: 人) 
把 G(x, &) 的 展开 式 代入 方程 
AsG(x, €) = (x — $6) 
可 得 
V mi CE) 


mT i Vm DT 


所 以 
ct 7 n m 上 人 | V ,mi CI) | 2V ee) 各 mT) 
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Bl 


即 它 是 Green 函数 按 固有 值 问 题 (2) 的 国有 函数 系 的 展开 式 ， 从 
展开 式 可 以 明显 地 看 到 GCzx, &) 的 对 称 性 ， 目 有 下 列 关系 起 


， rs) 
| (6dz 一 六 


| [Gz, edrdt = SN 二 
在 有 些 问 题 中 需 讨论 外 部 问题 
Au 二 (x), XI EQ 的 外 部 
u|n= 9 


lm xx 一 0 


| 二 | -oo 


此 外 部 问题 的 解 也 是 存在 的 , 类 似 的 定义 其 Green 函数 , 也 可 用 
Green 因数 得 外 部 问题 解 的 积分 表达 式 ， 
例 1 球 域 第 一 边 值 问题 及 其 Green 函数 和 Poisson 公式 . 
设 
| Asu = 0,7r 过 RR 


om] 


u | -一 R 


Mi 


图 5.1 


其 中 + = |z| = V 雪 十 达 十 旭 . 
首先 用 电 像 法 求 Green 也 数 ， 如 图 5. 1 所 示 , 设 M(xzi， zs， 
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Z3s)， AM (5 ， §,， §,) 是 球 Br(0) 内 的 两 个 点 ， 


p= 二 || 二 YY 人 十 名 十 名 ,r= |z| 于 
My 是 MM。 关于 球面 > = R 的 对 称 点 ， Me 的 坐标 为 安 RK (¢, €,， 


$,),，OM? 二 pi. 目的 是 试图 在 Mi 点 放置 适当 大 小 的 点 电 训 ， 
使 它 在 目 A 人 点 N 时 恰好 和 在 Mo 点 的 


成 电 何 产生 的 电位 一 去 二 一 - 相对 消 ， 应 用 余弦 公式 得 


去 去- 


NM* ~%Y Rt pi — 2Rpcosy 
-上 VR +Po ~— 2Rocosy 


0 
~ £NM, 
0 


所 以 车 设 在 球 内 的 点 M,C，&, 5) 置 一 单位 的 正 电 荷 ， 则 在 M。 
的 对 称 点 My 置 让 的 负电 荷 时 ,， 则 它们 在 自由 空间 产生 的 电位 
在 球面 上 正好 对 消 ， 所 以 得 


其 中 
7 MM, -一 MM, — V rr 十 0” ~ 2orcosy 


TMMY 一 MMy =Vyr+pPo— 2prcosy 


而 当 M 点 在 球面 7 二 R 上 时 ， 


aG| _3G 
on pp dr 二 民 
LT RP 
~ 4x (Rp — 2Rocosy) 
所 以 


~ 4xRY (于 十 人 一 和 


280 


由 于 对 称 性 ， 上 式 可 表 为 
1 (R?— 六 é) 
u(X) 一 mR (CR? 十 2 -~ -3Rreosn id 
这 是 著名 的 Poisson 公式 ， 它 表明 由 调和 函数 在 球面 上 的 值 来 表 
示 球 内 点 的 值 ， 特别 


wx(0，0，0) 一 站 人 reus 


它 表 明 调 和 函数 在 球 心 的 值 等 于 它 在 球面 上 值 的 平均 值 
如 果 采 用 球 坐 标 , z 点 球 坐 标 为 (r, 9, 9) ， 球 面 上 点 的 球 坐 
标 为 CR,， 90,， 4) ， 在 球面 上 的 边 值 为 p(0,,，%) ， 则 


2 有 
R 民 一 六 
ulr, 0, O) = 好 | Tr hip yO om)sing ,dqod0, 
其 中 


cosy = singosing (cosgeos® 十 singsin%%) 十 cosbucosbg 
也 可 把 Green 函数 按 固有 值 问题 
AV 二 AV=0,r 二 RR 
Wl 
的 加 有 函数 系 展开 , 即 把 G(x, 6) 按 晒 数 系 


Pr cos6)| song /2 J ati Want? ) 
展开 ， 其 中 %n = 二 0, 1,2,…,m 二 0, 1, ,7， wn 是 J 3 (wR) 
的 第 个 正 根 , 4m 二 w 是 固有 值 . 
例 2 半空 间 的 第 一 边 值 问 题 及 其 Green 也 数 
Asu 二 0, X30 
| u| ,=0 = Px, Xz) 

设 M(z1，Zzz， xa)，Mo( 人 1,&,6,) 是 上 半空 间 的 点 ， 
Mr (61,6， 一 6) 是 Mo 点 关于 坐标 平面 x = 0 的 对 称 点 , 根据 
电 像 法 , 显然 格林 孙 数 为 
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其 中 


(Zi — 6) (rim £0)? 二 (zs — €3)° 


7 MMY 一 (Xi = 十 《2， -一 €,)? 十 (Zz; 十 全 ; ) 
所 以 在 边 值 3 一 0 上 ， 


2 人 __90 1 $s 

anl,.., 9x < ~。 2x ((z — E+ Cr, — €) + 

所 以 

“G) = 去 || = PX1, Xa) dridzr 
2 ((z CO ?二 (x, — &€,)? 二 2)32 1s 2 10X2 

只 
或 
u(x) = 2 5578 人 1 §,)dé.dé, 


5. 2. 2 三 维 调和 方程 第 三 边 值 问题 及 其 Green 函数 


设 
‘Au = f(x), TEN 
au (3) 
(we 十 大 5 ) 一 


此 问题 的 解 也 是 存在 唯一 的 , 唯一 性 可 用 Gauss 公式 推出 ， 
且 也 是 目 共 斩 的 边 值 问题 . 知 C(Cz，5) 满足 : 
AiGC(z €) = 6(r ~ €), rx, EEN 
| (G+h 区 ) 一 
则 称 CCz，s) 为 问题 (3) 的 Green 吗 数 , 或 者 (3) 的 Green 函数 可 
直接 定义 为 


0 


ll 
G(T, €) = 47 了 十 专 ( 袜 ， £) 


28< 


其 中 r= 1x 一 = (2 一) 十 (zs 一 66)? 十 (za — $39). 
g(r,€) 满足 ; 
4ig(zy ce) 一 0 x,tEN 
| 
类 似 于 第 一 边 值 问题 (1) 的 情况 ， 可 证 明 
G(r, €) = GE, x) 
问题 (3) 的 解 也 可 通过 其 Green 函数 表示 为 


ul6)= G(r, §)f (xz)dz 十 be 2Cqs 


r 


a 


_ 川 cc. E)flr)dr 一 eG, gydS, 


设 Glr,《€) 是 问题 (3) 的 Green 顺 数 ， 则 辕 有 值 间 题 
AV++AV=0,zxzEN 
| 村 


等 价 于 积分 方程 的 因 有 值 问题 
V(z) =— 1 | | | Glz, OVENdE 


设 固 有 值 问题 (4) 的 固有 值 序列 为 丸 ,，,;， 对 应 的 固有 消 数 
序列 为 Vm,《x) ,它们 构成 区 域 人 上 完备 的 正 交 系 , G(x, 外 可 
按 此 图 有 函数 系 展开 得 


_ 1 
5 


*5.2.3 ”三维 调 和 方程 第 二 边 值 问题 的 相 容 性 条 件 
及 其 广义 的 Green 函数 
设 
A = f(r), TEN 


9u 
口 7 


(5) 


一 小 


A 
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这 时 齐 次 问题 有 非 零 解 , 即 任意 一 个 常数 均 为 齐 次 问题 的 
解 ， 根据 Gauss 公式 有 : 


ou 
| |aswaz 一 Fds 
n 六 


所 以 问题 (5) 有 人 解 的 相 容 性 条 件 为 


ju- fies 


当 此 相 容 性 条 件 成 立时 , 问题 (5) 有 和 解 存在 , 在 相差 一 个 任意 常 
数 的 意义 下 解 是 唯一 的 
由 于 


Le 
oONnily 


个 满足 相 容 性 条 件 ， 即 
|ilac — dr=1#0 


所 以 问题 (5) 遂 常 意义 下 的 Green 因数 不 存在 ， 为 此 定义 广义 的 
Green 轴 数 E(x，&) ， 它 满足 


AE(r, §) = 6(zr— 9) — 


ig 
sg 


| A (ZX, €) = (x — €), x) ED 


方 ， zy Ef 


aE 
dnlpn 


其 中 方程 右 端的 2 表示 区 域 2 的 体积 ,此 时 相 容 性 条 件 成 立 , 即 
je -e110 
也 可 直接 把 间 题 (5) 的 广义 Green 本 数 Ez, €) 定义 为 
E(xr, €) 一 一 一 一 -十 g(Z， é) 
其 中 rr == |x 一 |, g(x,€) 关中 
Ag(rx, £) 一 一 三 
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dg| 1 二 (三 ) 
dn 3 47 mm\r : 
对 于 g(x，) 的 上 述 第 二 边 值 问题 , 相 容 性 条 件 成 立 ， 即 


9 
(rr }ds. 一 一 47 
土 述 等 式 几 何 上 的 意义 表示 从 有 内 的 一 点 上 看 旨 的 外 侧 的 立体 
解 为 一 4r. g(x，§) 除了 相差 一 个 常数 外 是 唯一 确定 的 . 
当 问 题 (5) 相 容 性 条 件 成 立时 , 它 的 解 也 可 通过 广义 Green 


u(é) = [Eee， E) fr)dzr — PECz, gqds, 十 < 
nn 、 加 


5. 2.4 二 维 调和 方程 边 值 问题 及 其 Green 孙 数 


和 三 维 调和 方程 的 边 值 问 题 完 全 类 似 ， 可 以 引入 二 维 调和 方 
程 边 值 问题 的 有 关 概 念 和 理论 . 
设 二 维 调 和 方程 的 第 一 边 值 问题 
A = f(r), rEN 
ulam= 9 
其 中 Q 是 R: 中 某 一 光滑 的 平面 区 域 , 30 为 0 的 边界 , f(x) 和 9 
是 充分 光滑 的 函数 ,此 问题 的 解 是 存在 唯一 的 , 它 也 是 一 个 自 共 
思 的 问题 。 称 


(6) 


G(z, 6) 一 一 In = + g(x, §) 
是 (6) 的 Green 图 数 ， 其 中 zeED， 
r= |x—é| = (m6) + Cr — €,) 


g(x，€) 满足 
: Ag(lr, £6) 一 0 


glm = ln + 
2 2 rr 


a 
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即 Green 图 数 CCz，&) 满足 
4 一 GZ 一 和 ) xr,EEN 
| Gla=0 
应 用 Green 公式 ， 可 以 证 明 
CCzy €) = GE, Zz) 
且 可 把 问题 (6) 的 解 表 为 


(6) = [ee Of Cd 十 bo 5zdS。 
或 
U(X) 一 ec &) (ce)de 十 徊 和 as 


设 固 有 值 问题 
AV 二 AV=0 rzEDn 
[vo 
的 固有 值 序列 为 人,。， 对 应 的 加 有 函数 序列 为 了 ,CCz) ， 则 问题 
(6) 的 格林 明 数 可 表 为 


G(r, £) 二 一 一 > >》 CN Vm EV mz) 
固有 值 问题 (7) 等 价 于 积分 方程 的 固有 值 问题 
V(z) =— A ||ee, EV CE) dE 


对 于 某 些 特殊 的 区 域 , 可 类 似 的 应 用 电 像 法 求 出 (6) 的 
Green 质数 . 一 般 情 况 需 求解 一 个 符 殊 的 关于 g(r,，§) 的 边 值 问 
题 . 

对 于 二 维 调和 方程 的 边 值 问题 (6) 及 其 Green 函数 的 求解 还 
可 应 用 复 变 函数 保 角 变换 的 理论 和 方法 , 这 是 一 种 很 强 有 力 的 方 
法 ， 有 许多 专门 的 著作 讨论 这 方面 的 有 关 问 题 . 下 面 仅 介绍 一 个 
最 基本 的 定理 . 

定理 设 z= zi 十 izs, zo 一 全 十 论 , 为 复 平面 区 域 0 内 的 两 
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(7) 


个 点 ， 知 存在 一 个 一 对 一 的 保 角 变换 

Ww = WZ, Zao) = U(X Xs) 十 CCZ x,) 
把 z 平 面 的 区 域 人 2 变 为 ww 平面 的 单位 圆 的 内 部 |w| 过 1, 把 zz 
变 到 w 平面 的 原点 ， 则 问题 (6) 的 Green 函数 为 


(r(xX， é) -一 (人 《之 ， 之 0 ) 一 -一 ln 


] 
[rw (z, Zo) | 
证 明 根据 假设 可 知 , w = w(z， ) 一 定 把 2 的 点 变 到 单 


C(Z， 2Z0 ) |an 和 re zo) | nD " 
又 因 
1 1 1 lz 一 zo| 
GCG{(z, Zo) -一 zln | > __ ze | IA in [vw Cz， zo ) | 
今 
ln sl 
2(z,， 20 ) 一 2 |w tz， Zo) | 
2 一 zo 
f(z, zo) 一 wz, Zo) 


根据 假设 , w(z, zo) 是 一 对 一 的 使 9 变 为 |w| < 1 的 保 角 变换 ， 
所 以 当 z 关 zo 人 时 了 《z， zo) 关 0， 朋 解析 ， 又 因 


im/ (z, Zz0) 一 rz Ze) 


故 知 f(z, z,) 在 人 0 内 解析 ， 且 不 为 零 ， 所 以 gl(z, 2%) 在 0 站 次 
和 ， 所 以 CCz，xzo) 为 问题 (6) 的 Green 图 数 . | 

推论 ” 若 一 对 一 的 保 角 变换 w = w(z) 使 区 域 0 变 到 上 半 平 
面 ) Im w 放 0 ， 则 问题 (6) 的 Green 国 数 为 


11. |w(z)C— w zo) 
2x |w(z)C— VI (Zo ) 


例 ] 图 域 第 一 边 值 问 题 及 其 Green 一 数 和 Poisson 公式 . 
设 


天 0 


G(X, 5) 一 Cr(z， 0) 一 
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A,u = 0， r < 过 Rk 
uw |,-R 一 P(X) 


其 中 r = V 好 十 好 ， 1; 


一 一 一 


图 5.2 
如 图 5. 2 设 M(zi， Xs)， Mo 《3 §,) 是 图 域 Br(O0) 内 的 两 个 


点 ， Vt Vt 名 ，M* 是 M。 关于 圆周 9 Be(0) 
的 对 称 点 ， 它 的 坐标 为 冠 (各, ,一 ON = 握 ， 完 全 类 似 于 
三 的 情况 ， 应 用 电 候 法 可 得 是 
2 
G(x, ¢) = 一 去 | FMM, 一 jn Rr. | 


= ln RVr+e ~ 2Prcosy 十 2 — 2prcosy 
‘ V r+ pm 2prcosy 


而 在 圆周 上 时 ， 
aG| _3ac| 1 RAR-P 
3n|, se dri,r 2rR(R: 十 p2 — 2Rpcosy) 
所 以 得 


_ lr 有 -OO 
u(#) 一 27K 9 (R:++PC— 2RocosD) 


或 者 


288 


RR: _ py 
xR 中 ( 民 : 十 产 一 RC He 
如 果 应 用 极 坐 标 (r, 0) ， 设 M 点 的 极 坐标 为 (r,，9) ， 圆周 上 的 
点 极 坐 标 为 (CR, 0。), w 的 边界 值 为 pC9,〉， 则 得 


u(x) = 


2 
1 Eo 
ur, 0) 一 号 | (R 十 一 一 2Re0509 " hh 


其 中 
cosyg = costcos0, 十 singsinb 

如 果 应 用 保 角 变换 来 求 Green 函数 ， 所 得 的 结果 完全 相同 ， 
这 时 
R(z 一 2z,) 
R? 一 20z 
把 圆 域 BR(0) 要 为 包 平 面 的 单位 加 jw 过 1， 把 xz 感 变 为 原 点 ， 
所 以 


Ww 一 WwW(Z, 2,) = 


1 R’ 一 zz 
G(X, €)=-— 3xln RO 一 
__ 1 ln & 
和 5 |z— zol in RD 
__ ln-l Cj 
2x| raak RK rum 
义 因 固有 值 问题 
| AV 二 AV=0,r<K 
V |,_r 一 


的 固有 值 数 列 是 如 = 2 ， 对 应 的 固有 函数 系 是 
,Cr cosnO, J, (wr)sinng 
其 中 (r, 9) 为 极 坐 标 , ww 是 JCwR) 的 第 x 个 正 根 ,n= 二 0, 1，2， 
,上 二 1，2,，…* .所 以 GGz，6) 又 可 按 上 述 固 有 也 数 系 展开 . 
例 2“” 半 平面 第 一 边 值 问题 及 其 Green 函数 . 


了 
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4 = 0, xX, >0 

WU|, -o = f(T1) 
设 人 (zl， zs)，Mo($1，52) 是 上 半 平 面 的 两 点 ,M8 (人 $1， 一 $2) 是 
M6。(&,，é,) 关于 平面 xz; = 0 的 对 称 点 ,根据 电 像 法 , 何 题 的 
Green 图 数 为 


ji ra 4X 《zl 一 £1)’ 十 (Xs 一 6 
在 边界 zs 二 0 上 ， 
aG| -acl _ 1 5S 
dn Ty 一 9 Xx 0 T (XO— 66) 二 6 
所 以 
1 
ulé) x J (zx,) &)? 十 EPL) dT! 
或 
zr, 
“0 | ra 
例 3 条 形 城 第 边 六 问题 的 Green 函数 . 
A = OTEQ= {ZT 000 Zz, A) 
wla=¢$ : 


由 于 ww == e* 把 条 形 域 2 一 对 一 的 保 角 地 变 到 了 上 半 平 面 ， 所 以 
Green 困 数 为 


| 1 es 一 ex 
G(r, £€) = zln rc 


其 中 == zi 十 1T2， zo 二 全 十 6 ， 如 果 把 土 述 对 数 号 里 函数 的 分 
子 和 分 母 进行 因 式 分 解 写 为 连 丧 的 形式 加 和 电 像 法 得 的 结果 完全 
一 致 . 
本 例 中 也 可 以 用 积分 变换 法 (实质 上 就 是 分 离 变 量 法 ) 来 求 出 
Green 晒 数 ， 由 
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A,GC(Z, é) 一 OCX 一 é,， Xo £,)， 之 入 02 
G|, -0 一 4 
Gl. .= 0 

相对 于 自 变 量 zx) 作 Foueier 变换 得 


d2GCA 3 2. 5) 
dzs 


GA, 2 é) [0 = 0 
GN, Xs , €) | 2 x 一 0 


— NG, rs €) = enhd(r, — €&,) 


再 相对 于 自 变量 x 作 有 限 的 正弦 变换 (实质 上 就 是 把 GO zx;， 
€) 按 轩 有 函数 系 sinnz, 展开 ) 得 
一 (22 XR)G, A, €) = ehiisinné, 


G, (Ns, 有) 一 一 2 到 十 玉 -eM isinné, 
作 反 变换 问 到 日 变量 ZX1，X 得 
GCN, 2 ¢) 一 2 2 


Sinné,sinnz, 


人 


~ 下 iA, (rl 一 二 ) 
CCz，6) 一 3 于 | 十 天 dA ， sinnézsinnx, 


LT se A 
四 元 2 一 ez lsinxzeEssinztZo 


例 4” 甜 形 域 第 一 边 值 问题 的 Green 项 数 . 
设 
Au = 0,7XEL= 0 Za, 0Zz,O) 
(se 
由 于 固有 值 问题 
4 十 心 一 0 zxE€EU 
[so 
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的 男 有 值 序 列 为 4,,。 三 ( 亚 ) 十 ( 2) ,对 应 的 固有 函数 系 为 


NAXI . MAr 
sin 
a 


，7 二 1， 2 ， MI 一] 2 。 所 以 问题 的 


sinn 
Green 了 荫 数 为 / 

四 

G(x, §)= 之， 2 (bran)’ (am) 


72N PIA ,NTs .MX 
* SInN Zn XoS1nN esin 全 5 


a 

刀 果 直接 应 用 复 变 小 数 论 中 把 上 述 答 形 域 一 对 一 的 变 到 上 半 
平面 的 Jacobi 保 角 变 换 ww = s(z) ， 则 可 得 出 Green 图 数 的 另 一 
种 表达 式 
s(z) 一 SCz) 
Ss(z) 一 了 (2Z0) 

完全 类 似 于 三 维 调 和 方程 的 情况 ， 可 以 定义 二 维 调和 方程 第 
三 边 值 的 Green 函数 , 讨论 二 维 调 和 方程 第 二 边 值 间 题 有 和 解 的 相 
容 性 条 件 和 广义 的 Green 函数 . 


5.2.5 Helmholtz 方程 边 值 问题 及 其 Green 函数 
设 


了 
Gx, €) 一 Dln 


Au— kiu= f(x), XEN 

u | a 一 人 

其 中 有 为 忍 : 中 某 一 光滑 区 域 , f(z), 9 是 充分 光滑 的 函数 ,二 0 
为 一 滑 数 ,问题 8) 也 是 自 共 斩 的 边 值 问题 ， 且 解 存 在 唯一 . 唯一 
性 的 证 明 较 简单 ， 因 为 齐 次 问题 

AV —kV=0, rEAQN 
: | Viama=0 
只 能 有 和 零 解 ， 否则 VV 必然 在 82 内 的 菜 一 点 ze 达到 马上 正 的 最 大 
值 或 负 的 最 小 值 ; 设 V(zo) 达到 正 的 最 大 值 , 则 AyV (zo) 委 0， 
AV (zo) 一 有 VCz)<0， 这 就 是 矛盾 ,， 类 似 的 V(xz) 不 能 在 总 内 
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(8) 


达到 负 的 最 小 值 . 
若 G(x，, 6) 满足 
AG(rx, £6) — kG(x, €) = (zr C— - €)， | ZE 
Gla=0 
则 称 GCz，§) 为 问题 (8) 的 Green 消 数 . 或 者 根据 Helmholtz 方 
程 的 基本 解 , .可 直接 定义 Green 畏 数 为 


Glz, 6) 一 一 e+ g(x, §) 


其 中 7 = 二 |z 一 |, g(x, 人 ) 满足 
| xX, EE 

re" 2 
即 GCz,&) 除 在 点 有 较 低 的 奇 性 外 , 在 其 它 的 点 均 满足 齐 次 方 
程 . 

根据 G(x，8) 的 奇 性 和 Gauss 公式 可 证 明 

G(x, £) 一 一 G(E, Tz) 

且 问 题 (8) 的 解 可 表 为 


u(é€) = 川 reoec é)dz 十 fr ——ds, 


g ln = 


或 
u(xX) = J icee, é)dé 十 de Fdse 


若 采用 较为 形式 的 演算 ， 这 些 公式 是 容易 导出 的 例如 ， 若 x(z) 
是 (8) 的 解 ， 则 一 方面 由 


了 一 川 fce， €) Asu — ku) 一 MANG 一 有 CD) dz 


一 | 川 cc， é)f (zx) dr 一 jwse— — €)dz 


| 


= Jee, 8) fz) dr — wu(é) 
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另 一 方面 也 直接 应 用 Gauss 公式 得 
7 一 p(GF —u Ek 一 一 fh 9 Cs 

所 以 

u(€) 一 i G(rx, €)f(z)dz 十 Yr ad 


在 设 固有 值 间 题 
| AV 二 AV=0, xzE 1 
Vl,n=0 
的 固有 值 序列 为 和 ,ww ， 对 应 的 固有 函数 系 为 wwGz)， 它 们 构成 
人 区 域 上 完备 的 正 交 系 , 若 把 Green 函数 按 此 固有 函数 系 展 开 ， 
则 得 


_ 汪 汪清 半 和 汪汪 汪汪 
C0 Oo OL hr EN PV) 


(9) 


设 
Au— kiu= f(r), rEAN : 
9 (10) 
(ut+h3) 一 9 
和 
[ Au — kiu = f(x) 
au (11) 


一 多 


dnl|jn 
其 中 二 0, 二 0. 问题 (10) 和 (11) 也 是 自 共 罗 的 问题 , 且 解 均 
是 人 存在 上 唯 一 的 ， 其 唯一 性 可 应 用 Gauss 公式 来 证 明 . 例如 者 
V(z) 是 (10) 的 齐 次 问题 的 解 ， 即 
(ae) XE 


(+ 


一 0 


an 


则 根据 Gauss 
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We TYdz 十 J J eradv lsdz = 各 ad 


| |:ceaz 十 | lgradV ldz = 一 二 人 wa: 
30 


所 以 只 有 
TY(z) 三 0 
这 就 证 明了 问题 (10) 解 的 唯一 性 . 
类 似 的 可 分 别 定义 问题 (10) 和 问题 (11) 的 Green 函数 ,并 由 
Green 困 数 来 表示 它们 的 解 . 
设 
Asit 十 ku = ff (Xx), xn€E0 
lp = 9 : 
如 果 不是 固有 值 (9) 的 固有 值 ， 则 对 应 的 齐 次 问题 只 有 和 零 解 ， 
所 以 问题 (12) 的 解 唯一 , 这 时 解 也 是 存在 的 ， 类 似 的 可 定义 问题 
(12) 的 Green 函数 


C(z，5) 一 一 icoshr 二 g(x, €) 


其 中 = |zx 一 外， g(x，&) 满足 
| Asg 十 kg 二 0 


i 
g ln = jr Coskr ja 


(12) 


这 时 间 题 (12) 的 Green 函数 是 存在 唯一 的 ， 量 也 具有 对 称 的 性 质 
cz 85) 一 CC zx). 有 昌 也 可 用 固有 和 值 问题 (9) 的 固有 孙 数 系 
V m1 (I) 来 展开 得 


_ 1 
C0 Oo OO hr NR SV) 
这 时 间 题 (12) 的 解 可 用 Green 洱 数 表示 为 
u(€) = ewe é)dzx + 4 = 一 ds 


如 果 le 是 国有 值 问题 (9) 的 一 个 固有 信 ， 即 问题 (12) 的 齐 次 
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问题 有 非 零 解 ， 则 问题 有 重大 差别 ， 需 /(z) 和 9 满足 相 容 性 条 件 
时 间 题 (12) 才 有 解 . 设 V(z) 是 齐 次 问题 的 非 零 解 , u(x) 是 (12) 
的 解 ， 则 由 

7 一 | VCz) [Aut Rea] om w|iAV t+ RV |}dz 


站 


一 || Ve rr)dz 


nn 


男 一 方面 根据 Gauss 公式 有 


所 以 
cocoadz 一 一 te ds 


n 


这 就 是 问题 (12) 有 和 解 的 相 容 性 条 件 , 而 当 此 相 容 性 条 件 成 立时 ， 
问题 (12) 有 和解 ,但 解 一 定 不 唯一 , 而 可 以 相差 齐 次 问题 的 任意 一 
个 非 零 解 . 在 这 种 情况 下 通常 的 Green 函数 不 存在 ,而 需 采 用 广 
义 的 Green 函数 已 (z, 6)， 设 固有 信和 问题 (9) 对 应 于 固有 值 的 
固有 函数 组 成 的 线性 空间 的 一 组 基 为 V(rz),， Vs(z)，…*， 
V,(x)， 不妨 设 它们 在 2 上 正 交 , 则 (12) 的 广义 Green 国 数 E(xX， 
$) 为 问题 


2 - _ _ 1 z . . 
A,E(x,£) + RE(r,E) = (xr —é) 2 VS Vz) 


Eln=0 
的 解 ， 此 问题 满足 相 容 性 条 件 , 设 固 有 值 问题 (9) 除 了 固有 值 
外 其 它 的 固有 值 序列 为 ,»,:， 对 应 的 其 它 的 固有 消 数 系 为 
Vm:(X)， 这 时 V(xz),，…,， V(x) 和 固有 图 数 系 了 , 。:(Z) 一 起 
构成 2 上 完备 的 正 交 系 , 把 五 (z，6) 按 此 函数 系 展 开 则 可 得 
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| 
E(x, §)= 2 2 2 Vm) 


十 > cy 


其 中 (Ci, Ci，…, C,) 可 以 取 任 意 的 凋 数 组 ， 此 时 当 问 题 (12) 的 
相 容 性 条 件 满足 时 , 它 的 解 可 表 为 


(6) 一 jc, $) f(z)dz + tea 9 dy 十 Cv, (6) 


对 于 方程 Ax 十 Riu 一 /zz) 可 以 类 似 的 对 第 二 和 第 三 边 信和 问 
题 进行 相同 的 讨论 . 

对 于 二 维 Helmholtz 方程 (A, 士 kw 一 f(x) 的 三 种 边 值 问 
强 也 可 进行 相同 的 讨论 . 


“5.3 偏 微 分 方程 初 值 问 题 和 
混合 问题 的 Green 函数 


对 于 线性 二 阶 双 曲 型 方程 和 抛物 型 方程 的 初 值 问题 也 可 引入 
Green 瑟 数 的 概念 ， 且 也 可 用 Green 函数 表示 问题 的 解 ， 这 和 椭 
圆 型 方程 边 值 问题 的 情况 有 相似 之 处 , 但 又 有 一 定 的 不 同 , 本 节 
用 几 个 最 简单 的 问题 来 进行 讨论 ， 


5. 3.1 一 维 波动 方程 初 值 问题 的 Green 函数 


次 

9 9 fx, 1), t>0,xXE€ER 

9 ox 
: ) (1) 
uo = F(x), 3 $x) | 


若 GC(zx, t; &, 7) 满足 


2 一 5 二 一 5(z 一 6 一 Dr 0 ER 
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dG 
G|,, = 0,， oz 


则 称 C(z, zt; ,7) 为 问题 (1) 的 Green 孙 数 . 


若 VCz, tr) 满足 初 值 问题 
t>>T,r>0 


Tr 
| 


t= 二 心 


aU | :9 Ug 


ar > 
aU 
U |,_, = 0， | =r- 


其 中 xz,， SE ER,i 之 r,t 之 0， 则 
Uz tb, 0 =H 0 (z— ,tr 


不 难 验证 
Go 4, &, yo rT, EE RI 
0， 0 和 雪上 < 7r， EE Ri! 

即 如 图 5. 3 所 示 ， 在 过 点 ($， 7) 的 两 特征 线 所 夹 的 解 域内 G = 元 

， 而 在 余下 的 上 > 0 区 域内 G = 0. 
根据 上 述 分 析 , 由 登 加 原理 和 齐 次 化 原理 可 知 问题 人 1) 的 解 
为 
u(xX, 1)= |ar | Gez, tf; €, Tt)f(E, rdé 


十 | ce， tf; €, OPE dE 


十 党 | Gx, t; €, 0)o(E) dé 
即 
上 ratt—r) ] rat 


me 1 
ty， tt) 一 二 | 
0 rr—a(t—r) 
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HTXCO— at) t+ pz 十 ct) 
+ 2 z 


下 面 用 另 一 种 方法 来 推出 上 述 问题 (1) 的 解 的 积分 表达 式 ， 
使 得 更 能 体现 出 共 力 算 子 法 的 意义 ,更 好 的 把 此 时 的 Green 范 数 
和 椭圆 型 方程 边 值 问题 的 Green 困 数 加 以 比较 . 设 在 CCzy 1; 6， 
r) 中 把 (€, r) 视 作 自 变 量 ，(z， 1) 视 作 参 变量 , 则 如 图 (5. 4) 所 
示 ， 在 人，z) 的 上 半 平 面 z> 0 中 , 在 过 点 (zy 为 的 两 特征 线 和 
r 一 0 所 围 成 的 特征 三 角形 内 G = 元， 在 其 余 的 区 域内 G = 0， 
这 时 G(r, t; er) 满足 

9 Mr ,9 


Ey 林 吾 一 0 一 7 tC— 1),， 7 > 0,， > 0 


Gl._, = H(t — (€ CO— x):) 


2 一 ~ [OE — (x — at)) + OE — (z+ ot))] 


若 设 u(&, 7) 是 问题 (1) 的 解 ， 即 


2 一 a :3 = /6, r), rt>0, EER! 


|: = gE€), 3 ,= 0) 
在 上 半 平 面 区 域 + 二 0 上 形式 地 应 用 Green 公式 ， 则 一 方面 
1= 改 c( 寺 - 39) ucé, (oS 一 SB) }dkdr 


adr 4 3 2 dr 


一 ||cce， ¢， r)f(é, rt) 
tr 
— ul(é, tT)(6(E — zx, TO— 1))}dédr 
tit I 二 a(t—?) 


-一 六 | 了 A r)dédr 一 u(x, £) 
男 一 方面 
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人 Dr\ ar 937 De 9é€ 35 


-一 二 | re[3(G — (x at) +O — (z+ at))Jdé 


tat 
一 走 | wde 
| a 


| weods 


工 一 他 


Hr 一 ATHr+a) 1 
2 : 2a 

所 以 得 
上 并 十 Qt 一 T 元 十 味 


工人 1 
uz, ) = 册 |ar f(é, dé + | JE)d 


TI—a(tt—r) x—a 


Px — at) + px + at) 
2 
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5. 3.2 一 维 热 传导 方程 初 值 问题 的 Green 函数 
和 
9t 
u|,o = FX) 


熙 CCz, 4，7) 满足 
| 2C az 9C g(r—&, tC— Tt) 


| t>0,rxER! 


Di . x’ 
Cl 一 0 
则 称 CCGz, 如 二 ，r) 为 问题 (2) 的 Green 也 数 . 
若 U(xz, zt; 8，r) 满足 初 值 问题 
| 9 :9U 一 0， i >r,rt>0 


— a’ 2 
at dr 
U|,, = (x — €) 
即 


: : 2 
1 C—O oo 
。 一 一 -一 -一 4da(t—r) 
Ur, ts €» 7) 2a VV A(t — Tt) 
tit 之 TT， 人， EE€ 到 ， tr 之 0 
则 不 难 验 证 : 


U(x, tf; €, 7), 之 
G(x, 1; €, 2 Oitat . i 


恨 据 登 加 原理 和 齐 次 化 原理 间 题 (2) 的 解 可 表 为 
‘u(x, 1)= [a G(x, t; €, Df r)dé 
十 | we Gdz, t; €, 0)dé 


Bi 


(2) 


加 (了 一 全 
flé, tr)dé 


© 40 一 5) 


zt( 信 ，) 一 Jar 1 
2a VV A(t — TT) 


十 ) 

J Fr 二 二 
也 可 用 另 种 大字 共 亏 算 子 的 方法 推出 上 述 解 的 积分 表达 

式 信人 在 CCGr， tf; € Tt) 中 视 (€, T) 为 目 变 量 ， (xX, £) 为 参数 ， 则 


(= 


| da de 


c 


.G 满足 
-9 OE — zx, TO— 1), rr>0,t>>0 
] ~ 
(他 |- 一 daar 
| 2a /mE 
设 wu(§, 7T) 是 问题 (2) 的 解 ， 即 
du 
/ | Dr ~ a 3 = f(é, z)， r>0 
ul|..o = P(E€) 
在 上 半 平 面 z> 盖 0 上 形式 地 应 用 Green 公式 ， 则 一 方面 
9 dG a 
< ) 一 4 一 守 一 2 5 本) dédr 


一 je( 半 -。 3 
||ere, sede — | [SE 一 Zr 一 四 Jdédr 


T.> 人 0 


jere r)sédr — ulz, t) 


T > 


| 


dédr 


下 六 oo + 总 可 -< 区 


一 一 | (Gu) |,_odé€ 


所 以 得 
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u(x, 1) 一 i CE， r)dedr 十 | OIC t; €, 0)dé 


T20 


即 
1 和- 1 (x—€)2 
,1) 二 d 一 ~ -> alt—r) (上 ， )dé 
u(xX, 1) | E rr “ f(é€,7 
| e、 -Se 
4a24 
下 20 - Pe 
5. 3.3 一 维 热 传导 方程 混合 问题 的 Green 鲍 数 
设 
9u 032 f(x t) (zx,t)E€EAD 
at ar’ 四 
uw | ,=0 一 Hx) (3) 


4 | = 一 = de = p(t), | -一 = 一 ft) 


其 中 吕 为 (z, 平面 中 如 图 5. 5 所 示 的 一 个 曲 边 的 半 条 形 区 域 ， 
一 般 称 之 为 活动 边界 的 混合 问题 . 而 当 xi1(t) 圭 0, zs(t) 三 民 时 则 
为 非 活 动 边 界 的 混合 问题 ,这 时 2 的 两 例 边 为 直线 . 
车 G(x, t; ,7T) 满足 : 
aG ,9G 


5 一 4 3 一 7Z) 


C |,=0 一 

C|:--: 0 = 0， Ci:-。o 一 4 
其 中 (z br EO2， 则 称 CCz, 6 rr) 为 问题 (3) 的 Green 
明 数 , 过 (5, 7) 点 作 方 程 的 特征 线 为 1 = 二 r， 在 此 特征 线 下 的 区 
域 0 二 1 二 rtr 内 G =0. 

如 果 在 GCz, t; 6，r) 中 视 (z, !) 为 参 变量 ， 人 r) 为 自 变 

量 ,， 则 C 满足 
dG 


0 = or é, t— 7) 


su 
0) 


| 
| 
| 


| 
1 
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Cje-nee 一 0， G | ez 00 二 0 


这 时 在 过 点 〈z, 1) 的 特征 线 r 二 t 的 上 方 r>>t 时 , G 二 0 (图 5. 
6). 


X= X(t) : = X2(t) 


i 


图 5.6 
设 u(t, 7) 是 问题 (3) 的 解 ， 在 区 域 8 中 应 用 Green 公式 ， 则 


一 方面 
I= ee 和， (22 a) 


— ulé, r)( 一 3 2C _ Ci 2 Jdédr 


-cc &， FS, Tsedr — ulz, t) 


有 一 方面 也 形式 地 应 用 Green 公式 ， 则 
1 一 一 | G(x, ti E, TulE, Tdé + (ze 一 Cr 3 )dr 


30 9 人 0 
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其 中 39 为 2 的 边界 , 方向 如 图 5. 6 所 示 的 逆 时 针 方向 ,所 以 得 
u(x, 1)= | G(r, t; €, tT)ulé, r)de 一 a | (z 2 一 G 5 基 ]dz 


an 


十 cc tf; €, TT)f(E, rdedr 
6 


即 通过 Green 函数 和 定 解 问题 (3) 的 定 解 条 件 来 表示 问题 (3) 的 
解 . 特别 对 于 非 活 动 的 边界 ， 则 


i 
w(x) = | GxtséT) Fe rdedr 十 | ce eeortedr 
站 


i 
a0 z 
: 二 a ja dr 。 -ej JE | _Gr 
因为 一 维 热传导 方程 的 基本 解 为 
] ( 工 一 外 
E 9 i? é, A da 一 下 H 一 一 
(TX, rt) 元 a GD H(t — 人 7) 
所 以 又 可 令 


El(z, t; 5， tr) 二 + g(r, t， é, rt)， 上 之 7 
0， 0 三 1 过 ft 
而 g(x， i; é,， rt) 满足 


2 


Gr, ti €, T) _ 


oat 和 
8|,-- 王 0 

8 | ss, w=— E(x, t; §€, tT)|,- z, (2) 
gl|s-s0% =— E(xr, t; §, 7) | -ee 


或 者 作为 ($, 7) 的 函数 ,(x, zt) 作为 参 变 量 ， 则 
98_ aa 9g 0 (€, Tt) EE NN, rt 


Dr 9 8 
gl|, :二 
8 |e 0s) 一 E(x,) 1; é,， 7) | ez 
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8 | 一 E(xz, t; §, tt) |e=z,00) 
这 样 ， 类 似 于 电 像 法 ,对 于 非 活 动 边 界 的 情况 可 以 用 一 般 的 反射 
法 求 得 Green 吨 数 得 
5 (ECx, t; 2nl + €, 7) 


入 二 一 Ci 


— E(x, t; 2nl — €, THG 7r),t>r 
0,0 < 上 < 工 
对 于 非 活 动 边 界 的 情况 也 可 用 分 离 变量 法 求 出 Green 函数 得 


Gr, [; é, z) 一 


2 Ye” Ta) Ce Dsin 2 了 zsin 了 人 tT 
G(x,t;E,T) 一 n=l 


0, 0 二 1 二 fr 
相仿 地 可 以 定义 一 维 热传导 方程 其 它 边 界 条 件 下 混合 问题 的 
Green 消 数 及 通过 Green 函数 表示 混合 问题 的 解 . 类似 地 可 以 定 
义 一 维 波动 方程 混合 问题 的 Green 函数 及 通过 Green 函数 表示 混 
合 问 题 的 解 . 本 节 中 的 一 切 讨论 均 可 推广 到 高 维 热传导 方程 和 高 
维 波动 方程 的 初 值 问题 或 混合 问题 ， 
在 本 蔬 定 义 的 Green 函数 CCz, tz; 6, 7) 中 更 为 确切 的 应 该 
是 当 把 ($, rt) 作为 目 变 量 , (zx,z) 作为 参 变量 时 才 是 原 问 题 的 
Green 图 数 . 如 有 果 要 (zx,z) 作为 自 变量 ，(6，r) 作为 参 变 量 , 则 原 
问题 的 Green 函数 应 该 是 G(&, tr; x, t) . 这 和 非 自 共 斩 边 值 问 
题 的 Green 图 数 相似 . 


“5,4 Riemann 函数 各 Riemann 方法 
5. 4. ] Riemann 咬 数 


设 
L [lu]= 5 


») 5 ~ ~ 十 b(z， y) 5 ~ y+ cz， y) 
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称 之 为 Laplace 双 曲 型 方程 ,应 用 Riemann 图 数 讨 论 此 方程 的 各 
种 定 解 问题 的 方法 称 之 为 Riemann 方法 . 
方程 1) 的 共 思 方 程 为 


sr 9m _ 9 9a 
L*|v|= Fay F(av) 5 了 (如 ) 二 c(r, y)v 


它 也 是 Laplace 双人 曲 型 方程 . 有 微分 恒等式 


(zyy) 了 [xz — uuL*[v|= -一 (Pi(zyy)) 十 和 (PaCz,y)) 


(3) 
其 中 
1/,9u_ ,9v 
Pi(x, y) = 2 (7 “3 )+ auv 
, 1/ du 9v 
P(x, y) = (v5 wx 5)+ buv 


对 于 任意 有 界 的 区 域 0， 在 0 上 积分 微分 恒等式 (3) 并 应 用 
Green 公式 得 : 


1= ih vL [uj] — ul* [ol])dzdy 


a 
3(? 了 —u 7) 十 buv |dz| 
= 和 13(» 于 —x 7)+ auv |cos(n, 7) 
[3 (vu)+ buv |eosCn, yds (4) 
其 中 为 20 的 外 法 向 . 


如 果 取 8 为 一 个 矩形 域 MAIQM1P ,如 图 5. 7 得 
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PlrosYy1) M(xisy) 


S (xo Yo) QCr1, yo) 


图 5.7 


| 


了 一 | [ua] ~— wuL*Lv)}drdy 


To 


Mi 


= (uv) | — (uv) Im, 一 BEs 一 av dy 
| 


of FE + bu)dr (5) 


据 此 而 引入 Riemann 函数 的 概念 . 
如 条 K(X, yy; 1， y1) 满足 
( L*[RI=0 


R(x, yi; Xi, yi1) = lss 20d (6) 


?了 GCCZ]1 ydy 


R(X1i, yy; 7Z1， yi1) 一 eb 
则 称 R(X，y; 7Z1， y1) 为 方程 (1) 的 Riemann 函数 ， 其 中 (X,Yy) 
为 自 变 量 , (x1， 1) 为 参 变量 , 它们 均 可 任意 的 取 值 ， 上 且 显然 上 其 
有 性 质 


R(X1, Y1; 1， y) 三 1 
如 果 在 (5) 式 中 到 v(xX, y) 一 R(X, y; Xi. y1) ， 得 
308 : 


| 


了 一 || Rx, y; Ti, WIL Lujdrdy 


To 


= ux, 91) 一 (uR) li 


M, Q 
ou du 
十 |R( 颖 二 ow)ay 一 |R( 玫 二 Ja (7) 
P 0 . 
如 时 R* (xX, yy; Xo Yo) 满足 
LTR*]=0 
R* (Xx， yos xo， yo) —— Re yo)dr (8) 


— 1» alxos y}dy 


R* (xo, y; To, Yo) = e- 
则 称 R* (zx，y; zo，yo) 是 方程 (2) 有 的 Riemann 函数 ,其 中 (x，y) 
为 自 变量 ,(zo，yo) 为 参 变量 , 它们 也 均 可 任意 取 值 ,显然 也 有 
性 质 
R* (xo, Yo; Zo, 30) 一 1 
如 果 在 (5) 式 中 取 u(x, y) 二 R* (zx, ys Tos yo0), U(X, 3) 一 
RCX，y; Xi1，Y1) ， 则 得 
R* (zi Ys Xos yo) = RXo, Yos Ti y1) 
称 此 性 质 为 Riemann 范 数 的 对 称 性 . 有 即 若 在 方程 (1) 的 Riemann 
函数 RCrI, y; TX1, 1) 中 ， 视 (zx，y) 为 参 变量 ， (Zi 1) 为 日 变量 
时 , 则 它 就 是 共 斩 方 程 (2) 的 Riemann 函数 即 有 
R* (x, yy; Tos yo) 一 R(xo, yo; Ty) 
z R(X, y; Xi) y1) 一 下 (Zi 1 十， y) 
特别 ， 对 于 上 自 共 罗 的 方 生 


dw 加 
5 二 cr, yt 一 了 (zz，y) 


其 Riemann 函数 必 具 有 对 称 的 性 质 


R(x, y; Ti1, 1) = R(z1, yi1; TX, y) 


dm 
例 1 ray 17 y) 
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Riemann 卡 数 R(x, VY wl， Y1) 满足 


aR 
drady | 
RI,, = 1 
RI,-, = 1 


所 以 
R(x, y; Ti 一] 


例 2 9 十 cu 二 f(x，y)， 其 中 cc 为 第 数 . 


dXoYy 
Riemann 吗 数 R(X，y; ZX;，Yy1) 为 
3 R 
Fro 十 cR= 二 0 
R|,-, = 1 
R|,_. =1 


由 对 称 性 ,可 令 尺 = Raol, og 二 (x 一 zx)(y 一 1)， 则 惫 


oR" (og) + R'(o) 二 + cR(o) =0 


R(0)= 1 
和 苛 令 Yo 二 :,， 则 - 
d:R ] dR 四 
| ds? 十 二 二 十 4cAGs) 一 0 
R(0) 一 0 
所 以 
R(X, ys; Xi V1) = J 2Y cr XY 一 力 )) 
例 3 Euler-Poisson 方程 
2 pp 9u Bp Au 
了 Le 一 了 过 二 3 二 
L*|wv|= 9 % p' av 8 9v 
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在 方程 也 Luj = f(x, y) 中 有 否 线 xz 一 y= 0， 所 以 要 分 别 在 区 

域 z 一 》 盖 0 和 并 一 y< 0 中 来 求 方程 也 [x] = f(zx, y) 的 Rie- 

mann 哨 数 . 例如 在 区 域 二 一 y 盖 0 内 求 Riemann 一 数 ， 且 不 失 一 

般 可 设 Ny ZTE zr, Riemann 晒 数 K(x, y; ZI， 31) 满足 
L*IR|=0 


y 
_om |[_ ll _ ey 
及 |:-- — © f | -一 (全 二 之 > ) 


1 一 Jy1 
若 令 
pp 
ee re 

其 中 

_ (Xl ~ XY)(y ~— 1) 

(XC— y1) (Xi 一 了 
则 得 


0(1 一 o)F"(o) 十 (1 一 《8 十 A 十 1)o)F’ (0) 一 BOFCGa) 一 0 
FF(0)=1 
这 是 超 儿 何 微 分 方程 的 定 解 问题 ,其 解 为 
F(a) = F(B, bp'; 1, 0o0) 
另外 ,根据 一 般 的 积分 关系 式 (5) 或 (7) 可 以 由 Riemann 函数 
来 构成 共 斩 方 程 的 一 个 基本 解 ， 即 若 令 
E(x, y; zi, 1) = R(r, y; Xi yVDH(r— X,Yy— 1) 
Ex, y; Ti, yi1) = Rr, y; ri, YIH(r — rx, yO— ZY) 
Es(r, y; Xi, V1) = Rr, y; TX (zl 一直 yy 一 1) 
Er, ys Ti, yD) = ROT, y; Ts YIH(rT— zi, yO— yy) 
则 
L*(E)=6O(r— Zz, y— Yi) 
L*(E,) = (rz— zx, y— yi) 
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7 了) 一 一 (OZ 一 Ti yO— YY1) 
L*(E,) 一 一 和 ( 立 一 2 yO— 1) 
这 些 基本 解 的 支 集 分 别 在 四 分 之 一 平面 上 . 最 简单 的 例子 是 对 于 


方程 
32 
9XTIY 1 
由 
R(x, y; Zi 3) 一 1] 
所 以 


Ex, y; XTi» V1) = H(r— xX, yO— 1) 
Ex, y; Xi, Yi) = H(X— x, YY») 
Ex, y; Xi V1) = Hr— rx, y~— 1) 
Ex, y; Xi y1) = HX— Xx, YO— yy) 
这 种 由 Riemann 函数 可 以 构成 共 轿 方程 的 一 个 基本 解 的 性 质 给 
某 些 形式 演算 带 来 方便 . 它 的 物理 意义 表示 Riemann 函数 也 是 一 
种 影响 函数 ,将 在 以 后 定 解 问题 的 讨论 中 表现 出 来 
对 于 一 般 情况 ， 要 讨论 方程 (1) 的 Riemann 函数 的 存在 唯一 
性 ， 就 是 要 讨论 定 解 问题 (6) 解 的 存在 唯一 性 ， 而 对 于 更 一 般 的 
Laplace 双 曲 型 方程 特征 边 值 问 题解 的 存在 唯一 性 ， 可 以 通过 化 
为 等 价 的 积分 方程 组 而 用 逐次 通 近 法 来 加 以 证 明 , 这 和 常 币 方程 
初 值 问题 的 情况 相似 . 下 面 作 粗略 的 介绍 设 双 曲 型 方程 的 特征 


边 值 问题 
dw 9 0 
Fr = a y) 3 + bx, y) 了 十 c(z，y)z 
| _ go (7) (9) 
u|,-s = Ah(y) 
Aau ou 
人 ~ 一 - 二 一 -二 
如 果 令 P(x, y) = 3 了， Q(x, y) gy 则 
aP 


5 — a(x, y)P(Zx, y) 十 b(r, Vy)QW(r, y) 十 c(r, YY)u 
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了 = oz， y)Plzr, y) + bz, YIQx, y) + cr, yu 
沿 着 方程 的 特征 线 积 分 , 问题 (9) 就 等 价 于 下 列 积 分 方程 组 


Plz, y)= Plz, y,) 十 | acz, y)PCr, y)) 


二 bx, y)Q(r, y) + cr yulr, y))dy 


Q(x, y= Q(xis y) + | Cacz, Pr, y) 


+ br, yOz, y) evr, yulr, ydzr 


| u(x, y)= u(x, y1) 十 |Qcz, y)dy 


(10) 
其 中 Px, yy) = (x), Q(T y) = Gy), u(r, 1) = W(X), 
为 已 知 阔 数 ， 此 线性 积分 方程 组 (10) 中 ,， (P(x, y),， Q(zx, y)， 
u(X，y)) 为 未 知 果 数 组 ， 可 应 用 和 爱 次 通 近 法 来 证 明 解 的 存在 唯一 
性 , 且 也 给 出 一 种 具体 求解 的 方法 , 即 取 解 的 零 次 近似 ， 
CPo(z, y), Box, y), uolx, y)) = (FG' oz) P11(y), H(z)) 
则 根据 未 次 合 代 公式 


P(x, y= 9'o(z) + | cc， 人 已 (zy，y) 
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十 PCz， y)GO ICZ， y) 十 CCZ， YIU (Zz， y))dy 


QT, y)= 9 1(y) 十 | ecz Pi1(rt, y) 


“1 


+ br, QiCz 人 十 cCzy ya zy)dz 
uu(X, yy 一 和 (zz) 十 |Q_cz y)dy 


计算 出 函数 组 序列 Flr, y)， Q(T， y)， J y) , 可 以 证 明 ， 
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在 az yy)，pCz， ycCz y), DPC) DCYy) 为 连续 的 条 件 
下 ， 当 二 趋 于 无 穷 大 时 ，P.Cz，7)，GCz， 3y)，zuz，2) 的 极限 
P(r y), Q(X y),， u(x,，y) 给 出 问题 (10) 的 解 ， 从 而 u(xX，y) 
就 是 问题 (9) 的 解 ， 另外 根据 未 次 蔓 近 法 也 可 证 明 解 的 唯一 性 .- 
据 此 也 就 解决 了 Riemann 函数 的 存在 唯一 性 , 而 且 也 提供 了 一 种 
Riemann 也 数 的 具体 求法 . 


5.4.2 Riéemann 方法 
人 符 全 深信 同 相 
Llul= 了 十 al(r,y) 3 十 plz,y) 了 yt ez yu 一 7) 


& |,-» 一 go (Ti) (11) 


Ws = PY), Hro) = Rye) 
设 工 之 zo y 之 yo， 在 区 域 2 = {x 之 ,yy 之 yo} 中 任 取 一 点 
(zy !， 设 RCz，y; 7， 1) 为 方程 的 Riemann 图 数 ，x(Cz，2) 
为 问题 (11) 的 解 ， 则 根据 积分 关系 式 (7) 得 / 
U(xis YF1)= u(rTo, IYOR(ro, Yo; Ti, 1) 


十 | Ro VV} 1， y) Cg 1(Y) 十 442o， ?9(y))dy 


J0 


+ | ROr, yos Ty 9) CF oz) + bx, I P(r) dz 
十 ||Rez, y; X11, Wf rt, ydrdy (12) 
这 就 是 通过 Riemann 序数 来 表示 问题 (11) 解 的 积分 表达 式 ， 特 
习 ， 若 (I) = 0， PY) EU ， 由 

J y17 -一 ||Re, ys» Xi1s yf (rz, yydzrdy 
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设 初 值 问题 


5 十 az WIE to 2) GE + er, Wu = flz, ») 
U | y= pcx) 一 q(x) (13) 
du 

Oy y= L(x) CY) 


如 图 5.8 设 y= 二 (x), p(xz) <0， 在 区 域 y 一 ACz) 之 0 上 求解 . 
设 Mi(zi, 1) 为 区 域 y 一 p(x) 之 0 内 任意 一 点 ， 过 点 Mi 作 特 征 
线 交 曲线 y = AZz) 于 点 已 和 Q，, 设 Rz，y3 XI， 1) 为 方程 的 
Riemann 区 数 ,x(z，y) 为 问题 (13) 的 解 , 在 区 域 0 ( 曲 边 三 角形 
MP ) 上 应 用 Green 公式 (4) 可 得 


u (rz, 1) = (FuR) + (3uR) , 


+ |e ys xis YF x ydzdy 
站 
| 

| (Rg — nh ~)+ anR ldy 
| 


ws av 38) + mela: 

(14) 

称 此 为 问题 (13) 解 的 Riemann 公式 . 根据 Riemann 也 数 的 存在 

唯一 性 , 这 就 解决 了 双 曲 型 方程 初 值 问 题解 的 存在 唯一 性 , 而 且 

从 解 的 Riemann 公式 可 知 问题 (13) 是 适 定 的 , 而 且 可 以 看 到 解 的 

依赖 区 域 和 初 妨 数 据 的 决定 性 区 域 等 性 质 ， 这 些 性 质 均 由 方程 的 
特征 线 来 决定 . 

特别 ,车 初 始 数 据 为 零 , 即 (zx) = q(x) = 0， 则 

u(xX;, yi1) = | Rr, y; Xs yx, ydrdy 


nD 
如 采 骨 令 f(x， y) = 0(r — zo, yO— yo), (Yo, yo) E 02, 则 
J Y1) = RK(zo, Yo; TX1, V1) 
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图 5.8 


所 以 R(xo， yo; XI， 2) 物理 上 可 解释 为 在 (xo， yo) 点 给 一 单位 脉 
入 时 在 点 (x1，y1) 得 到 的 啊 应 ， 而 作为 (zi, 1) 的 图 数 ， 当 (x,， 
yo E 有时, R(xo， yo; XT1，y1) 满足 

3 °R 


oR oR 
9 x yt 人 y1) 3 x 十 DZ ， y1) 9 y, 十 Cc(X1, yDR 


= OX 一 ZXoyy 一 yo) 
当 (zo， 0) 在 2 之 外 时 ， 
u(x1i, Y) 一 1 
所 以 当 了 (x, y) = 二 (x 一 oy 一 10) 时 ,ww(Xi, 1) 可 以 统一 的 号 
为 
U(X1, y1 ) = R(xo, yo; 21， YH dos 1 一 yo ) 

用 Riemann 方法 还 可 以 讨论 两 个 有 目 变 量 线性 双 则 型 方程 的 

其 它 定 解 问题 的 适 定 性 . 


5. 5 Kirchhoff 公式 及 应 用 


三 维 波动 方程 的 Kirchhoff 公式 在 求解 波动 方程 的 定 解 问题 
和 科学 技术 中 有 较 普 遍 的 应 用 , 它 也 是 基于 共 亏 微分 算 子 和 分 部 
积分 公式 ( 即 高 斯 公式 ) 而 建立 起 来 的 . 
316 


5.5.1 Kirchhoff 公式 


讽 
L [a]= So A f(r,), rER,tER 
右 相 对 于 时 间 变 量 : 作 Fourier 变换 ,把 时 间 变 量变 为 频率 
变量 ww ， 则 得 z 
L lulzx, w)] = (az, WwW) 十 Ayu(x, w) 一 一 f(r, w) 


设 三 维 空 间 R 中 的 任意 一 个 有 界 区 域 2, 是 0 内 的 一 个 


操 ， 议 


E(xr, 5) 一 一 3 
A4Nr 


其 中 r= 工 一 | 一 YY (21 — £1)? 十 (Xx, 一,)? 十 (zi — §€,):, 


E(x，<) 是 三 维 Helmholtz 方程 
we 
AV 十 号 一 0 


的 一 个 同 外 幅 射 的 基本 解 ， 
在 区 域 如 上 应 用 Gauss 公式 得 


| 川 Ee， EL fu jdz = u(é, w) 十 h(E 3 一 下 5 过)d5 
得 / - | 
Zé, w) = | FE(z, Fx, rodz — P(E 一 《1d3 


荷 (>， 1) 一 0 了 时， 则 


Ul(é, wW) 一 一 (Eos — U(r, w) 3 ~ )dsS 
A 


或 者 | 
U(X, WwW) 一 一 h(E 2 — ul(é, w) 3 )ds < 


dn 
a0 
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根据 Fourier 变换 的 性 质 回 到 时 间 域 得 


1 9ulé, to)| 7 + 
WX, t) 二 7 | | a ul€,t 一 ) 二 (- ) 


过 rr 
on " 


有 ls (1) 
ar at 
称 公 式 (1) 为 Kirchhoff 公式 , 其 中 
E u(E,t— 2 _ 9u(é, 2) 
a dn 
即 先 对 空间 变量 求 方 向 导数 ,再 对 时 间 变 量 作 后 推 , Kirchhoff 公 
式 表示 通过 在 边 2 界 曲面 30 上 "34，5 的 后 推 值 表示 在 时 刻 ; 
时 0 内 点 x 的 值 u(z, 
如 果 ulzx, 1) 满足 非 齐 次 波动 方程 


rr 
t 二 {一 一 
本 


] 9% 
Er 
刚 
1 a ulé, 1 一 一 ) 9 
wz, | 站 a | u(€,tC— 人 (7 
dulé,+ ) flé, 1 一 工 ) 
i | 
ar ot 


5. 5. 2 ”三维 波动 方程 初 值 问题 解 的 Poisson 公式 
设 


5 — grAs = 0， it>0,7E€ER’ 
x | -一 PX) 

du 

3¢ _ = $x) 
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如 果 在 Kirchhoff 公式 (1) 中 , 选取 吕 为 以 z 为 中 心 , 为 半 
径 的 球 域 Bi《x) ， 则 


R 

] 9 ulé, 上 一 -一 ) 

“7, 有一 标记 | pT 二 zx(e, 一 全) 
38R(z) on ol 


Re 
a) as. 


+ 
a of 


1 9 (ru(€, ;一 全) RU(s， 上 一 全) ds 
”4xR: 一 一 一 一 一 十 二 一 一 一 |“ 
r= 民 or ww ot 


TY 风 | | 
(x, 1) = 下 | | 9 0)dSe + | -二 | uc (8 0)dsSe | 
这 (x) 


4na 
i 用 0 ee 用 de | 


= tM*[y] 十 [Me[9]] 


其 中 Mz[y] 表示 乡 在 以 x 为 中 心 , at 为 半径 的 球面 上 的 平均 值 ， 
这 样 应 用 Kirchhoff 公式 又 重新 推出 了 三 维 波动 方程 初 值 问题 解 
的 Poisson 公式 ， 而 且 同 时 解决 了 解 的 存在 唯一 性 


习题 五 


内 容 包 括 : 共 罗 微 分 算 子 和 基本 的 积分 关系 式 , 常 第 分 方程 
边 值 问题 的 Green 函数 , 常 微分 方程 边 值 问题 的 广义 Green 函数 
和 相 容 性 条 件 ， 调和 方程 和 Helmholtz 方程 边 值 问题 的 Green 天 
数 和 广义 Green 函数 及 有 人 解 的 相 容 性 条 件 ， 电 像 法 和 固有 中 数 方 
法 求 Green 函数 ,混合 问题 的 Green 图 数 ，Riemann 函数 和 Rie- 
mann 方法 . | 
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1. 求 下 列 常 微分 方程 边 值 问题 的 Green 函数 CC(z，6) ， 并 用 它 
表示 边 值 问 题 的 解 
(1) i 一 f(x), 0O<zr<l1 
yy(0) = yo, y' (1) 二 hy(1) = yy 
(2) >” — ay= f(x),0<zx<1 
(0) = yo, y’ (1) = 
(3) 通 过 问题 (1) 的 Green 晴 数 ,把 边 值 问题 
y”" 二 g(r y= f(r), 0<r<l1 
eo = yo, y' (1) 二 hy(l)=0 


化 为 等 价 的 积分 方程 
2， 求 出 边 值 问题 


人 + Axiy= f(x),0<rx<1 
y(0) = yo y' (1) = yy 

有 解 的 相 容 性 条 件 , 求 出 其 广义 Green 国 数 , 当 相 容 性 条 件 成 立 
时 用 广义 Green 困 数 写 出 问题 解 的 积分 表示 式 . 

3， 议 %- 世 固有 值 问题 


[E (pC) 2)— gr)y+ y=0, 0 过 zx<=1 


上 
y(0) = 0, y(1)=0 
的 固有 值 为 0 二 过 过 … 过 二，… ,相应 的 固有 卫 数 系 为 
P(X)， p(T),，…，9.(X)，… ， 试 求 边 值 问题 


| 二 (Ac >) — glz)y = f(z) 


y(0) = yo, (1) = yi 
的 Green 黄 数 ， 并 写 出 解 的 表达 式 . 
4， 设 边 值 问题 
Au 一 zy sr LR,y>0r=Vr+y 
u|,-r = ,ulyso0= 
(1) 应 用 电 像 法 求 其 Green 哺 数 . 
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(2) 应 用 固有 函数 法 求 其 Green 国 数 . 
(3) 用 Green 函数 写 出 解 的 积分 表达 式 . 


5. 求 下 列 边 值 问题 的 Green 项 数 
(Asu = flr, y),X>0,y>0 


(1) 
U| 0 一 一 gl(Yy), | ,0 一 Ax) 
Asu = f(x， y), (ZT, y) ED 
(2) unm= 9 


(0 < argz < 本,z 一 工 十 动 } 
A 一 zy yy，0<zEco0<y<7 
人 
zt 0 一 访 (Cz)， 1] ,x 一 f,(x) 
1 uf fe Dr VFI LR)>0 
(4) 


,9 
Ma fo, 四 0 y 之 0 


u|,a 一 9, 5 


:70 = &(Y), 2 = f(z) 

Au — kiu = flr, 0 六 << 民 

‘6 u|,-r = (0) 
(r, 9) 为 极 坐标 (应 用 固有 函数 法 )， 
6， 设 u(x, y, z) € CN) NCU, fz, y, z) € 
C (中 ) ， 
Asu 十 lx = f(r, y, =)， 0 是 0 的 光滑 的 边界 曲面 ， n 为 2 的 
外 法 回 ， 证 明 

(1) 当 (x, y, 2) Ef 时 , 


一 k 
U(XT, y, 2)=— 去 咱 一 dedyd 


十 二 | du (So la 


A r on dn r 
0D 
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(2) 当 (z，yy，z) GE 有 的 外 部 区 域 时 ， 
-asare 
也 


CcOskr du 9 /coskr 
+ (ee) ds -0 


其 中 z= 二 入 一 人 :十 Gy 一 7 十 (一 引 * 
7.， 求 下 列 边 值 问题 的 Green 函数 
A = f(r, y, 2) r= Vr 二 就 过 R,z>0 


(1) 
2 | -=R 一 PCZ，y， 之 )， WU | ,= o = pT, y) 


二 Rw = f(x, y, 2), 2>0 
:=0 一 网 
当 r 二 Vr 十 十 2 一 00 时， 
x 满足 Sommerfeld 外 辐射 条 件 
Au 二 kw= Jf,z>0 
于. 
9 
当 y 一 oo 了 时 , u 满足 Sommerfeld 外 辐射 条 件 
Au— kiu = f,z>0 
mi oo 二 
7 一 co 时 ， WU 一 > CO 
8 用 固有 三 数 法 求 下 列 边 信 风 题 的 】 义 Green 函数 ， 并 推出 边 
值 问题 有 解 的 相 容 性 条 件 
J y), 7 一 Mi 十 多 < 天 民 
(1) : 


一 人 


(4) 


Ijn ,一 (TXT, Y) 

4 十 2r2x = f(x,y) = {0<r<1,0<y<1) 
2 (Tz, y) EQ 

ul|n = p(T, y) 


9. 求 下 列 混 合 问 题 的 Green 池 数 ,并 用 它 表 示 出 问题 的 解 
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10. 


3 = a fr t,t 0, so 


EF 
(1) | = p(x) 

Wl, = g(t) 

3 = 0 + fz, t) ,i>0,x 0 
(2) 


ou 
w | ,0o 一 p(x), ar ,0 一 pz) 


wu | -一 = g(t) 
求 Riemann 函数 并 用 Riemann 方 法 求解 下 列 间 呈 


9 % 
3zayt =0, 0,y 半 0 


| 

uso = p(x), u|,_, = 2 

ry asa +6y $e > 十 ca zy 天 0 
(2) 

0 2s| = yy(x) 


(3) 设 一 一 > ER f(r)ely)u=0, 验证 其 Riemann 上 晤 数 为 


K(x, y; £, 7) = 2 i Sj] [awar] 
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6 ”积分 方程 法 和 位 劳 理论 
及 其 应 用 


通过 积分 方程 的 理论 和 方法 来 猎 究 和 求解 微分 方程 的 定 解 问 
题 是 微分 方程 理论 和 方法 中 一 个 很 重要 的 方面 .例如 在 常 微分 方 
程 中 通过 把 初 值 问题 化 为 等 价 的 积分 方程 或 方程 组 , 然后 用 逐次 
瘟 近 法 证 明了 解 的 存在 唯一 性 ， 又 如 通过 Green 图 数 把 微分 方程 
的 边 值 问题 化 为 积分 方程 的 问题 ,再 如 把 Laplace 双 曲 型 方程 的 
对 征 边 值 问题 化 为 等 价 的 积分 方程 组 ， 然 后 也 可 用 逐次 逼近 法 证 
明 解 的 存在 唯一 性 . 本 章 首 先 介 绍 线性 积分 方程 某 些 理论 和 方 
法 ,接着 讨论 应 用 位 势 理论 把 偏 微 分 方程 的 边 值 问题 或 混合 问题 
归结 为 积分 方程 的 某 些 典 型 问题 . 


6:1 线性 积分 方程 基本 理论 介绍 


6. 1.1 基本 概念 和 基本 假设 


设 Q 是 R" 中 某 一 有 界 的 光滑 区 域 , KCz, 5) 是 定义 在 QX 0 
上 的 已 知 函 数 , f(x) 为 20 上 的 已 知 函 数 , g(x) 为 如 上 的 未 知 函 
数 ， 则 称 


g(x) = | Kez, Ep dE + fz) (1) 


nn 


为 一 个 Fredholm 第 二 类 型 的 线性 积分 方程 , 称 尺 (xz, 6) 为 积分 
方程 的 核 

设 KK(z，, 86) 不 论 作为 6 的 函数 或 是 作为 z 的 函数 均 是 绝对 可 
积 的 ， 且 
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| IKcz， ede 去 M 
中 


设 (x, $) 作为 z 的 函数 或 的 函数 时 , 除了 有 限 个 点 ， 有限 条 
一 维 光 滑 曲 线 ， 有 限 条 二 维 光 滑 有 曲线 ,… ,有限 个 (x 一 1) 维 的 光 
滑 昔 面 之 外 , K(x, 人 在 虽 余 下 的 各 点 均 为 连续 . 

设 f(x) 和 待 求 的 未 知 函 数 p(x) 在 人 上 有 界 且 绝对 可 积 , 也 
设 它们 们 除了 在 有 限 个 低 维 的 点 集 外 , 在 2 余下 的 各 点 是 连续 
的 , 旦 |f(x)| 志 LL、 

若 一 个 函数 p(x) 使 等 式 (1) 在 Q 上 几乎 处 处 相等 ， 则 称 
2(z) 是 积分 方程 (1) 的 一 个 解 ， 而 两 个 在 双 上 几乎 处 处 相等 的 解 
视 为 是 同一 个 解 , 在 所 设 的 函数 类 中 ,几乎 处 处 相等 就 是 在 连续 
点 上 相等， 


称 积分 方程 
f(z) -| K(é, r)Y(E)dE + g(x) (2) 
为 (1) 的 共 扩 方程 
方程 (1) 和 (2) 对 应 的 齐 次 方程 分 别 为 
gz) = | K(x, epCE)de (3) 
J(z) = | K(€, z)y(é)d (4) 


一 对 互 为 共 艺 的 方程 (和 (2) 是 紧密 相连 的 
设 尺 表示 以 K(x, 6) 为 核 的 积分 算 子 ,7 表示 恒 等 算 子 ， 即 


Kg 一 | K(x, EpE)dE 
0 


《0 一 (x) 
则 积分 方程 (1) 可 写 为 
P(Z) = Kg f(r) 
(一 天 )98 一 子 (Z) 
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类 似 的 可 把 (2) 写 为 z 
yx) = K*y gx) 
(T— K*)y = g(r) 
其 中 天 * 表示 以 KK* (xz, &) = 二 KK(&, x) 为 核 的 积分 算 子 , 称 天 ”为 
K 的 共 恩 算 子 ， 
设 KK 入, 是 两 个 积分 算 子 ， 对 应 的 核 分 别 为 天 (z，2) 和 
KK,(z，$) ， 则 定义 复合 算 子 天 :。 天 1 为 
(K,° Ki)9 = K.(KiY) 
所 以 KK。。K, 对 应 的 核 为 


|Kalz, 7 KI(7, §)d7 
有 
记 开 2 一 天。 玉 为 天 的 二 次 寡 ,， 它 对 应 的 核 为 
K‘?(x, €) = |Kez, 7)K(7, §)d7 
0 


称 为 天 的 二 次 释 核 . 归纳 地 定义 天 的 天 次 芋 为 天 "和 一天。 大” ， 
则 它 的 核 为 


K(xr, €)= Ke 7)K” (7， 4)d7 


-小 ke 7 ) 天 《7 ， 7, ) 天 (7 16) dn “d7 | 
称 之 为 天 的 到 次 桓 核 
6. 1. 2 ”积分 方程 的 某 些 基本 理论 介绍 


在 1 目的 假设 下 , 积分 方程 (1) 的 基本 理论 很 类 似 于 线性 代 
数 方程 组 的 理论 . : 
定理 1 齐 次 方程 (1 一 K)gp 一 0 或 者 只 有 和 零 解 , 或 者 其 解 空 
间 是 有 限 维 的 ， 即 有 N 个 线性 无 关 的 解 Cz) ,9(7z)，… ,P(X) ， 
使 齐 次 方程 的 通 解 为 


~ 
pr) 一 DciR(z) 
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定理 2 若 pg, (x) 是 非 齐 次 方程 (T 一 天 )92 = f(z) 的 一 个 特 

解 , 则 它 的 通 解 是 g(x) 加 上 对 应 齐 次 方程 的 通 解 . / 

定理 3 若 (I 一 K)p 二 0 有 非 零 解 , 则 (I 一 KK*)y= 0 也 必 
有 非 零 解 ， 且 它们 解 空 间 的 维 数 相同 

定理 4 在 民 一 天 )2=0 只 有 零 解 ， 则 对 于 任意 的 f(z)， 
(一 KK)9 二 f(x) 均 存 在 唯一 解 . 

定理 5 车 (1 一 K)p=0 有 非 零 解 , 则 (一 玉 )p=AGz) 有 
解 的 充分 必要 条 件 是 /(z) 满足 相 容 性 条 件 


| rzwczdz _ 0 
他 


其 中 yz) 是 齐 次 方程 (1 一 K*)y = 0 的 解 . 
定理 6 积分 方程 的 固有 值 问题 
(TI—AK)p=0 和 (一 AK*yJy)=0 
有 相同 的 固有 值 ， 且 每 一 个 固有 值 均 是 有 限 重 的 ， 且 重 数 相 同 ， 
即 闫 有 函数 的 空间 维 数 相 同 


6. 1. 3 ”逐次 到 近 法 和 解 核 
引入 参数 4， 一般 为 复 参 数 , 讨论 更 为 一 般 的 积分 方程 
P(x) = A | K(x, oe) de + f(x) (5) 
用 逐次 逼近 法 求解 得 逐次 迭代 序列 
Hx) = f(x) 
hz) = f(z) + Kn 


bX) = f(x) AKg, 
若 当 n 趋 于 无 穷 时 , 8%(x) 趋 于 g(x)， 且 可 以 在 
XT) = fT) AK 
中 积分 号 下 求 极限 ， 则 得 出 (5) 的 解 Kx》， 即 
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2(z) 一 网 (Z) DO) Gx) 一 多 -1(z)) 
n= 二] 


= f(x) 十 AKf 二 Kf 二 十 NRK" 二 … 
二 f(z) 十 (AK 十 Ki 十 十 WK 十)f 
一 《J 十 A 十 Ki 十 十 NRK"? 二) 
如 果 用 算 子 来 表示 ， 上 述 公 式 表 明 的 道 算 子 为 
(1 一 AK)™ = 二 JT 二 A 二 AK 十 十 NKR 二。…… 
即 老 
(TAK)o= f(x) 
则 
zr)= (TC— AK)Tf 
一 《十 A 十 十 WK" 十) 了 
= f(z) + AK + AK + + AK" + )f 
又 因 积分 算 子 开 十 XK? 十 … 十 如-1K" 十 … 的 核 为 
T(x, §€; 4A)= K(xrx, 6) TARO(x, E+ 
十 2K (x, €) 十 …… 
其 中 K(xz, 6) 是 KK 的 nn 次 芋 核 ， 所 以 得 解 的 积分 表达 式 


Gx) = f(x) 十 1 |re, €; A fCE)dE 
中 
称 王 (zz，2,，A) 为 解 核 . 


在 1 小 目的 基本 假设 下 可 以 证 明 , 当 |4| < 元 时 逐次 迭代 序 


列 收敛 于 方程 (5) 的 解 , 这 时 解 是 存在 唯一 , 且 在 圆 14| < 立 内 ， 
全 平面 ， 这 时 三 Cz，55 4) 在 全 平面 最 多 有 可 列 个 孤立 的 奇 点 加 ， 
宙 ，… ， 除了 这 些 奇 点 外 人 (zx,€, 4) 解析 , 这 时 方程 (5) 也 存在 唯 


一 的 解 ， 而 且 也 可 以 用 解 核 表 出 
Pz) = fz) +4 |r, 6 DfEE 
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(zx, 6; §) 的 全 部 孤立 奇 点 也 就 是 积分 方程 加 有 值 问题 2 一 4 天? 
的 全 部 固有 值 . 对 于 每 一 个 固有 值 

PXT) = MRKo+ f(r) 
有 人 解 的 充 要 条 件 是 


| FoDwczydz =0 
其 中 ylzx) 是 VCz) = AK*Yy 的 解 . 
6.1.4 退化 核 的 积分 方程 
奇 骨 设 
Klz, 6 = ar)b,le) 
则 称 
rz) 一 |Kcz， 6)8(6)dE + f(z) 


为 具有 退化 核 的 积分 方程 , 不 失 一 般 总 可 设 a (z)，az(z)，…， 

av(z) 在 Q 上 线性 无 关 , 设 如 (x)， B17z)，…, bn(x) 在 QQ 上 也 线 

性 无 关 . 对 于 退化 核 的 积分 方程 可 以 直接 把 之 归结 为 线性 代数 方 

程 组 加 以 研究 和 求解 ， 这 时 的 解 核 PCz，6; 4) 是 和 的 有 理 函 数 . 
由 于 


Hz) = Sl (| (ed) a + f(z) (6) 
所 以 可 设 (6) 的 解 为 7 
PX) = f(x) 十 A Dea (2z) 
其 中 cl，…，cx 是 待 求 的 常数 ， 代入 方程 (6) 得 线性 方程 组 
ci = fi 十 4S mc, 1 一 1，2，…，N 


7 一 | 


其 中 
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f= [XG% (6)dE 


中 
Wj; 一 |z6aCe)de 
Ff 


把 线性 代数 方程 组 写 为 
(EO— AM)C= FF (7) 
其 中 
M = (m.,,) 
上 为 NN 阶 单位 矩阵 
C= (Cc crs re, CN)T 


F=f, fi fv)T 
所 以 积分 方程 (6) 的 问题 归结 成 线性 代数 方程 组 (7) 的 问题 , 令 
D(A) = (Eo— AM) = (di;)Nxw 
A(4) = detD(N) 
Dij() 是 dr 的 代数 余子 式 
则 当 AC4) 关 0 时 ， 


C= D-iF 
故 得 
vy 
(7X)= f(x) 十 A ciai(z) 
t= 二 1] 
= jz) 十 4 A DD, WaiCr)f, 
= rz) 十 1 | rce， 6; DE dE 
0 
其 中 


此 为 退化 核 积分 方程 (6) 的 解 核 . 
4(1) 二 0 的 点 是 T(z, ,4) 的 孤立 奇 点 ， 也 就 是 p= MK8 的 
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固有 和 值 , 这 时 最 多 有 ”个 个 同 的 加 有 值 ， 对 于 每 一 个 固有 值 ny 
积分 方程 
p(X) 一 AKyp 十 f(z) 
有 解 的 充 要 条 件 也 就 是 代数 方程 组 
(下 一 AUDIC 一 下 

有 解 的 充 要 条 件 . 

在 实际 应 用 中 ， 如果 把 一 般 核 :K(xz，,《) 用 退化 核 来 近似 ， 只 
分 方程 的 问题 就 归结 为 线性 代数 方程 组 的 问题 . : 

例如 , 设 


1 
px) 一 ) | ce + x) 十 fCz) 


仿 
HX) = fz) 十 ACcz 十 cr’) 
得 
(1 二 )c 一 cc 一 六 
~— Sat+(1— 5)e = 
其 中 
- | reds 
-| reaa 
最 后 可 得 
p(z) = f(z) 十 [re ¢; 7C6)d 
其 中 
ee 
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+ x:(1 一 二 
此 时 积分 方程 固有 值 问题 
Pz) 一 人 | (ze 十 zz6)8(9d 


0 


的 固有 什 是 = 60 一 16 Wi15, = 60 十 16M15. 
6. 1. 5 “对 称 核 的 积分 方程 


只 取 实 值 , 设 e(z) 在 8 上 非 负 可 积 ， 且 除了 在 一 些 低 维 的 点 集 
外 , plzx) > 盖 0， 也 设 除 了 在 一 些 低 维 的 点 集 外 ，2(z) 在 上 连 
续 ， 则 称 

pz) = 4 |KCz, ©)p(E)pE) dé 


人 


为 具有 实 对 称 核 带 有 权 函 孝 po(Cz) 的 积分 方程 自 共 e 的 微分 方 
程 的 固有 值 通过 Green 函数 可 归结 为 这 种 积分 方程 的 固有 值 癌 
题 ， 其 中 核 就 是 Green 函数 GCz，6) . 对 于 这 种 积分 方程 的 固有 
值 问题 


p(x) 一 4 K(x, E)p(é) oe) dE (8) 
1 


有 许多 特殊 的 理论 结果 , 列 述 如 下 . 
定理 1 固有 值 问题 (8) 的 固有 值 均 为 实数 . 所 以 对 应 的 固有 
图 数 总 可 取 为 实 值 函数 . 
定理 2 至少 存在 一 个 固有 值 . 
定理 3 不 同 的 固有 值 对 应 的 固有 函数 在 如 上 带 权 p(x) 正 
交 . 
定理 4 设 久 , %,,… 是 (8) 的 全 部 固有 值 . 对 每 一 个 固有 值 
对 应 的 固有 函数 空间 中 总 可 选取 有 限 个 在 人 上 带 权 p(x) 的 标准 
正 交 的 固有 函数 作为 轩 有 了 范 数 空 间 的 一 组 基 ， 设 把 这 些 固 有 函数 
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全 部 列 出 得 固有 基数 系 pCY),， g(x)，…， q(T),… 它们 是 上 
市 权 2(Cz) 的 标准 正 交 组 , 为 了 简单 计 设 g(xz) 是 属于 固有 值 和 的 
固有 冰 数 . 由 于 可 能 有 重 固有 值 ， 所 以 Al， 42， 机 中 有 些 可 以 相 
等 。 则 


K(zr, 6) = >》， Re (9) 


称 此 为 核 玉 (z，85) 按 标准 正 交 的 固有 函数 展开 的 双 线 性 公式 . 特 
别 ， 如 果 只 有 有 限 个 固有 值 . 则 玉 (z，6) 必然 只 能 是 对 称 的 退化 
核 . 反之 厂 K(x,，&) 是 非 退 化 的 对 称 核 , 则 固有 值 问 题 (8) 一 定 
有 无 穷 可 列 个 固有 函数 ,这 时 等 式 (9) 至 少 在 均 方 收敛 的 意义 下 
成 立 . 

定理 5 设 14 不 是 (8) 的 固有 值 , 则 对 于 任意 的 f(x) ， 积 分 


方程 
pz) = 4|K(z, 6)p(6)8(6)d6 + f(z) 
的 解 为 | 
Pz) = f(z) 十 I Tz, €, pC (0) 
其 中 解 核 


入 是 (8) 的 固有 值 , 9 是 定理 4 中 所 友 的 国有 屈 才 
定理 6 设 4= 如是 (8) 的 一 个 固有 和 值 , Q(x), 9,(x)，， 
9s《z) 为 对 应 的 固有 了 峭 数 空间 的 带 权 pC(z) 在 0 上 上 的 标准 正 交 基 
则 、 / 
PCz) = |KCz, pCé)dé + f(z) 
有 解 的 充 要 条 件 是 
| regikedz， j 一 1，2，.…，s 
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当 f(x) 满足 此 条 件 时 ， 所 列 积分 方程 的 解 为 
Px) 一 Dem) + | 3 2 fC) pCé) ds + fz) 


(11) 
6. 1. 6 Volterra 第 二 型 线性 积分 方程 


在 1 目 所 设 的 积分 方程 (1) 中 . 如 果 再 设 2 是 一 个 R" 中 的 一 
个 正方 体 域 {0 二 zi 二 a,…', 0 二 zx, 二 a} , 且 当 8 有 一 个 坐标 分 
量 $, 小 于 对 应 于 x 的 坐标 分 量 x; 时 , 上 K(x, 6) = 0， 则 积分 方程 
(5) 变 为 


工 2 -mr 
天 


px) = A I “| Kz, pCE)dE 十 f Cr) (12) 


称 此 积分 方程 为 Volerrra 第 二 型 积分 方程 . 对 于 此 种 方程 , 对 于 
任意 的 f(x) 和 参数 1 它 总 存在 唯一 的 解 ， 逐次 迭代 序列 总 收敛 
于 方程 的 解 ， 其 解 核 三 (x，é; 4) 在 全 平面 是 1 的 解析 函数 . 
已 上 各 小 目 所 得 到 的 关于 Fredholm 第 二 型 积分 方程 的 各 种 
结果 称 为 Fredholm 理论 , 这 是 由 于 Fredholm 对 此 种 方程 进行 了 
系统 的 研究 并 得 出 了 许多 基本 的 定理 上述 Fredholm 理论 还 可 
以 推广 到 线性 积分 方程 组 ， 另 外 在 Fredholm 第 二 型 积分 方程 中 ， 
基本 的 积分 区 域 2 还 可 以 是 一 闭 曲 面 或 闭 曲线 ，- 


6. 1.7 Fredholm 第 一 型 积分 方程 
称 
: [Kz, EpE) dE = fz) (13) 


n 


为 Fredholm 第 一 型 线性 积分 方程 , 第 一 型 积分 方程 的 研究 较为 

困难 , 通常 是 无 解 的 ,， 还 缺乏 系统 的 理论 . 但 是 相应 的 Volterra . 

种 一 型 积分 方程 通常 其 解 也 是 存在 的 ,而 且 再 作 一 些 补充 假设 

时 ,还 可 把 之 转化 为 Yolterra 第 二 型 的 积分 方程 .例如 对 于 一 维 
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Volterra 第 一 型 方程 
|KG， EE)dE = f(z) 
两 边 对 xz 求 得 ， 则 得 


K(x, zr)o(z) 十 | aR ©) 


PE dE = f(z) 


1 9 K(zr, é€) fr) : 
PT) 十 | K(xr, x) ox 74)d 一 K(x, x) 


”6.1.8 ”奇异 积分 方程 


在 积分 方程 (1) 中 , 若 设 核 为 


K(x, §) 
K(x, é€) i | (zz 一 2 |* 


其 中 天 (zy 6) 在 2 X02 上 连续 , 则 当 a< 二 nn 时 , 满足 1 目 中 关于 
核 的 基本 假设 ,Fredholm 理论 成 立 . 但 当 a 之 n 时 ,， 由 于 核 的 奇 
性 太 高 ，Fredholm 理论 不 再 成 立 , 称 这 种 方程 为 奇异 积分 方程 ， 
奇异 积分 方程 是 近代 数学 研究 的 一 重大 课题 , 在 理论 和 应 用 中 具 
有 时 信 意义. 


6. 2 三 维 位 势 理 论 和 调和 方 入 的 边 全 问题 


6.2.1 位 势 理 论 介绍 


应 用 位 势 来 讨论 一 般 区 域 上 三 维 调和 方程 边 值 问题 是 一 有 效 
和 有 构造 性 的 方法 ,上 且 有 很 明显 的 物理 意义 . 

议 几 和 PP 是 R* 中 的 任意 两 个 点 ,其 坐标 分 别 为 x+ = 二 (zi， 
过 2 》 Za) 和 < = 《3 €,， 53)”， 记 rump 一 |z 一 本 一 


(zi 一 合十 (2 一 名 六 十 (zs 一 $3)°， 设 工 为 月 变量 ， 6 为 参 
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变量 ， 则 有 


4 二 = 0， rE 
7 MP 


或 者 


和; 1 4n6(xz — &€) 
7 MP 


其 物理 意义 是 当 在 点 《放置 一 单位 正 电荷 时 , 则 在 自由 空间 产生 
的 电位 分 布 为 一 ， 由 此 三 维 调和 方程 的 基本 解 可 构造 三 维 调和 
方程 的 其 它 的 解 。 

设 0 是 R 中 一 光滑 有 界 的 区 域 , 它 的 边界 $ 是 一 个 适当 光 
滑 的 闭 曲 面 ， 通常 称 之 为 李 雅 普 诺 夫 曲 面 ， 则 可 构造 下 列 三 个 位 
势 函 数 


“OO= ||| 2 一 dP (1) 
0 MP 
uM) = | 2 dds, (2) 
二 MP 
3 1 
= |lycPpy- 二 
uM) 时 (Py 元 7 一 d5e (3) 


其 中 为 S 的 外 法 向 , 分 别称 之 为 体位 势 , 单位 层 势 和 双 层 势 ， 
2,，w, 7 分 别称 之 为 相应 位 势 的 密度 . 在 静电 学 中 , 体位 势 表 示 在 
0 上 以 p(P) 为 体 密 度 的 电荷 分 布 在 自由 空间 产生 的 电位 分 布 ， 
单 层 势 表示 在 S 上 以 w(P) 为 面 密度 的 电荷 分 布 在 自由 空间 产生 
的 电位 分 布 ,， 双 层 势 则 表示 在 3 上 以 Y(P) 为 个 极 子 电荷 分 布 密 
度 在 自由 空间 产生 的 电位 ， 所 以 双 层 势 又 称 为 偶 极 位 势 . 

如 图 6. 1 所 示 双 层 位 势 又 可 写 为 


ulM)=— | | 7Y(P) sosgds， 
__ (jrep» cos rue np) ds 
; 7 MP 
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其 中 加 表示 S 上 PP 点 的 单位 外 法 向 . 如 果 7Y(P) 三 1, 则 双 层 势 


a(M) = jE 2d? P 


的 几何 意义 是 从 点 M 看 闭 曲 面 5 的 外 侧 的 立体 解 ,根据 此 几何 
意义 可 直接 得 出 


一 4X， MEQ 
上 部 二 | M=NES (4) 
On rp 
0， ME8 的 外 部 区 域 


三 个 位 势 是 三 个 含 参 变 
量 的 积分 ， 所谓 位 势 论 就 是 
有 关 此 三 个 积分 的 性 质 的 理 
儿 何 意义 也 可 对 这 些 理论 结 
洒 进 行 直观 的 解释 . 

定理 1 如 果 p 在 2 上 
连续 , 即 eCP) € C(fD) 则 体 
位 势 (1) 具 有 下 列 性 质 、 

(i) 在 全 空间 wu(M) 
连续 

(i)〉 在 全 空 则 一 阶 偏 导数 存在 ， 且 可 以 在 积分 字 下 求 导数 

(ii) 在 2 的 外 部 区 域 , uCM) 满足 

Asu(M) 一 0 
(iv) 车 设 pC(P) € CQ) NN CC), 则 在 内, wu CM) 汪 
Au(M) =— 47roM) 

只 要 积分 号 下 求 导 , 即 可 证 明 (ii)， 如果 采用 形式 的 运算 ， 

也 采用 积分 号 下 求 导 ， 则 (iv? 的 形式 的 证 明 是 


Asu(M) = |ecpa, dP 
nn 


图 6.1 
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_- ep rdM — P)dP 


| 一 一 4Xp(M) 
当然 从 古典 分 析 的 观点 ， 是 不 能 积分 号 下 求 导 的 . 
定理 2 车 zw(CP) 在 SS 上 连续 ， 则 单位 层 位 势 


La0 = | PYas, 
S 


7 MP 


Gi) ”xu(M) 在 全 空间 Rs 中 连续 
Gi) 在 Q 内 或 的 外 部 区 域 , 均 有 
Au(M)=0 
Gii) 当 M 点 沿 着 $S 上 点 N 的 法 线 穿 过 曲面 $ 上 的 上 后 入 
时 , uCM) 的 外 法 向 导数 发 生 跳跃 ， 具有 
(2 | | w(P)cos(rwvp， nix) 


2 dS, 二 2xXwCN) 
€ ue | | wcOs (raps nN)gs 一 2xw(N) 


2 
9 Hy rvp 


其 中 入 是 S 上 任意 固定 的 点 ， 上 述 式 子 中 右 羡 的 积分 是 收敛 的 


奇异 积分 ， (2) 表示 25 当 点 M 沿 着 的 法 线 从 人 Q 内 
部 趋 于 N 的 极限 ( 2) 示 23w， 当 点 滑 首 人 点 的 法 
线 从 的 外 部 趋 于 N 的 极限 ， 


它 的 物理 意义 表明 , 在 5 上 的 面 电荷 密度 殉 (CP) 的 电 傈 分 布 
在 自由 空间 产生 的 电场 强度 当 通 过 曲面 $ 时 法 向 分 量 发 生 间 新 ， 
其 幅度 是 4rxo(CN) . 

定理 3 设 7Y(P) 在 S$ 上 连续 ， 则 双 层 位 热 

ui(M) 一 一 | os res nes reas, 
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(i) 当 M= AN 为 曲面 上 的 点 时 ， 此 位 势 的 积分 是 妆 伍 的 ， 
并 记 为 
u(N) = -je cosCaey mp)d5， 


(Gi) 当 凡 党 者 过 的 点 N 的 法 线 穿 过 点 N 时 ， 双 层 势必 
生 间断 , 且 有 
(uN)); = uCN) 一 2r(CV) 
(uN)), = ul(N) + 2xY(N) 
其 物理 意义 是 以 在 S 上 的 偶 极 子 密度 Y(P) 的 电荷 分 布 在 目 由 空 
产生 的 电位 在 S$S 上 的 点 入 发 生 间 其， 其 跃 度 为 477Y(N). 
(ii) 当 点 MH 在 2 内 或 2 的 外 部 区 域 时 ,， 双 层 势 满 足 


Aul(M)=0 
定理 4 设 o, w, 7 均 为 连续 , 则 三 个 位 势 当 r= |z| = 
V zi 十 性 十 Xi 闻 十 0o 时 均 趋 于 等 ,是 
体位 势 = 0O( 二 ) 
单 层 势 = OC 二) 
双 层 势 = O( 坊 ) 


6. 2.2 ”调和 方程 的 边 值 问题 


本 目 讨论 用 位 势 来 表示 调和 方程 一 般 域 下 边 值 问题 解 的 可 能 
性 ， 如 果 用 位 势 来 表示 调和 方程 边 值 问题 的 解 ， 则 把 问题 转化 为 
积分 方程 的 问题 , 通过 对 积分 方程 的 讨论 就 可 以 得 出 关于 边 值 问 
题 的 某 些 定量 或 定性 的 性 质 . 

问题 一 “内 部 区 域 的 第 一 边 值 问题 

4 一 0 AIE 
ul|, = f(N) 
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问题 二 ”外 部 区 域 的 第 一 边 值 问题 
| Asu 二 0 MEQ 的 外 部 区 域 


问题 三 ”内 部 区 域 的 第 二 边 值 问题 
Au = 0, MEN 
| ou 


Fp .= /CN) 


问题 四 “外 部 区 域 的 第 二 边 值 问题 
和 3U 一 0, M EL 的 外 部 区 域 


9 

57| = f(N) 
nl|s 

limn wx 一 0 


uM) =— | Cos(rury nr) ds,, MEDN 
z 7 MP 
则 根据 边界 条 件 和 位 势 的 理论 可 得 
f(N) = 一 上) CoserapP，mP1d4S， -2xy(N) 
7 vP 


名 
YCN) = || (PKCON, Pdss 一 去 7CN) C5) 
其 中 


KN, P) = 二 1 Ostrar, ne) 


eT rvp 
问题 (5) 是 一 个 关于 未 知 函 数 7Y(P) 的 Fredholm 第 二 型 积分 方 
程 ,可 以 证 明 (5) 对 应 的 齐 次 方程 只 有 零 解 ， 根据 Fredholm 理 
论 , 方程 (5) 对 任意 的 f 均 存在 唯一 的 解 . 这 样 就 证 明了 调和 方 
程 关 于 一 般 区 域 2 的 第 一 边 值 问题 的 解 是 存在 的 , 而 且 其 解 可 用 
双 层 势 来 表示 ， 双 层 势 的 密度 是 唯一 确定 的 . 
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如 果 也 用 双 层 势 来 表示 问题 二 的 解 wCM) ， 则 根据 位 势 理论 
和 边 值 条 件 得 
f(N) = 一 一 | 


—h 
COS (rvp » Np) 
rs, 


dd, + 277YCN) 
即 
yCN) 二 一 中 Kev P)7Y(P)dS, 十 并 CN) (6) 


性 
方程 (6) 对 应 的 齐 次 方程 
yCN) 一 一 |KCN， PJyCP)dS， (7) 


S 


根据 有 关 立 体 角 的 公式 (4)，(7) 有 一 个 非 零 解 yp CN) 夺 1. 且 可 
证 明 它 没有 其 它 线性 无 关 的 解 . 根据 积分 方程 的 理论 ，(7) 的 共 
气 方 程 


=(N) 一 一 ||K(P, N)z(P)ds, (8) 
: 


的 解 空间 也 是 一 维 的 , 设 它 有 一 个 非 零 解 为 xxCN) ， 根 据 积分 方 
程 的 理论 ， 积 分 方程 (6) 有 解 的 充 要 条 件 是 


FDCvas， 一 0 《9 1) 


当 此 相 容 性 条 件 成 立时 ， 积 分 方程 的 (6) 通 解 为 
Y(P) = C+ 7 (P) 


其 中 C 是 任意 常数 ,7,(P) 是 (6) 的 某 一 个 解 . 这 时 问题 二 的 解 
可 表 为 : : 


uM =— ||C +7 PY) i mdS 
7 MP 


S 


-一 | ceP) es Ted, ME 0 的 外 部 区 域 


这 种 解 当 r -> oo 时, uCM) = O( 翅 ) . 但 是 当 /CN) 不 满足 条 件 


(9) 时 ,外 部 区 域 的 第 一 边 值 问题 的 解 也 是 存在 唯一 的 , 这 时 其 
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解 不 能 用 一 个 双 层 势 来 表示 . 若 设 原点 包含 在 2 区 域内 , 而 可 设 
解 为 
u(M) = 二 十 vCM) 


则 
Aw(M)=0 
中 ,一 AFCN) 一 二 | = 一 COV) 一 一 
7 js 7 ON 
选择 兽 数 c 满足 


(|feN zo Yas, 一 -| oCN)dsy 
. S 
则 vwCM) 可 表 为 一 个 双 层 热 ， 其 密度 函数 由 
r、 1 Cc 
YCN) = ||Keny, P)7CP)dsr + 让 ( fCN) <) 


六 


来 确定 ， 且 际 了 一 个 第 数 项 外 ， 其 密度 YCN) 唯一 确定 . 
若 用 单 层 势 来 表示 内 部 区 域 第 二 边 信和 问题 三 的 解 
uM) = |jwp) dS,, ME A 
则 根据 位 势 理 论 和 边 值 条 件 得 
(au - il w(P)cos(ryp, ny) 


a Hy 


dS ,+ 2xwCN) 


2 
Tvp 


fCN) = ju) rs mdS， 上 prwCNV) 
六 五 


S 


wiN) = ||w PKN, PYds, + fCN) (10) 


3 


KN, P)—— 1 Sves ny) 
由 


ox rp 
=— K(P,N) 
所 以 (10) 对 应 的 齐 次 方程 就 是 方程 (8). (8) 对 应 的 基 解 是 
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zo(V) ，(8) 对 应 的 共 儿 方程 的 基 解 为 yoCN) 二 1， 所 以 得 :C10) 
“有 解 的 充分 必要 条 件 是 满足 条 件 


jemas =0 


当 此 条 件 满足 时 ，(10) 的 通 解 是 
WN) = czolN) + w, CON) 


其 中 < 是 任意 常数 , w, (N) 是 (10) 的 一 个 特 解 , 这 时 内 部 区 域 第 
二 边 值 问题 的 解 总 可 用 单 层 势 来 表示 ， 


ul(M) = = ds, 十 | (P) ds AhA7 EL 
而 县 由 于 内 部 区 调和 方程 第 二 边 全 问题 的 解 在 可 相关 一 个 学 
时 意义 下 是 唯一 的 ， 所 以 必然 可 得 
J 吉 dsr 一 常数 六 0， ME 0 


关 用 音 层 执 来 表示 0 的 外 部 区 域 调和 方 第 一 - 边 值 问题 四 
的 解 
u(M) = |jwp,) ds, ME 的 外 部 区 域 
则 根据 位 势 理论 和 边 值 条 件 可 得 积分 方程 
wN) =— ||w PKAN, Pydss — EN) UD 


由 于 

— KN, P)= KOP, N) 
所 以 积分 方程 (11) 对 任意 的 f 总 存在 唯一 的 解 。 相应 地 可 知 调和 
方程 外 部 区 域 的 第 二 边 值 问题 四 的 解 总 是 存在 唯一 的 ， 且 可 用 单 
层 位 势 来 表示 ， 单 层 势 的 窗 度 是 唯一 的 . 且 从 (11) 式 两 边 在 S 上 
积分 可 得 


中 eempas 一 -一 一 - ren 
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综 上 所 述 ， 积 分 方程 (5)，(6)，(10)，(11) 解 的 存在 唯一 性 及 可 
解 的 条 件 ,， 均 和 以 天 CN, PP) 为 核 的 积分 方程 的 固有 值 问 题 
ON) 一 ||KN, PoP)dss (12) 
紧密 相关 ,前 面 用 到 的 结论 是 , * = 1 不 是 (12) 的 固有 值 , 所 以 积 
分 方程 (5) 和 和 (11) 的 解 总 是 存在 且 唯 一 的 . A 二 一 1 时 , 为 固有 值 
问题 42) 的 单 重 固有 值 , 且 对 应 的 固有 区 数 pCN) 三 1]. 相对 应 
的 共 辊 积分 方程 的 固有 函数 是 z,(N) . 所 以 积分 方程 (6) 有 和 解 的 
充 要 条 件 是 | fCN)zoCN)dsy， 而 积分 方程 (10) 有 解 的 充 要 条 件 


各 


是 Fewas 一 0. 
S 


问题 五 ”内 部 区 域 的 第 三 边 值 问题 
| AL 一 0 EL 


一 f(N) 
S 


ou 
( 辽 十 各 
疡 盖 0， 则 可 用 单 层 热 表 示 其 解 
1 
uM) = ||wP) 一 -ds 
有 7 MP 

根据 位 势 的 理论 和 边界 条 件 可 得 

0 on 


S 


COS (rwp 9 Nv) | 
MNP? TN qs, 
rxp 


十 


h 
7vP | 


]l 
十 zt (NN) (13) 


此 积分 方程 的 解 对 任意 的 4(N) 总 是 存在 唯一 的 . 
如 来 把 内 部 区 域 的 第 一 边 值 问题 一 的 解 表 为 单 层 势 


uM) = [wp) i ,MEDN 
VF MP 


则 和 根据 位 势 理 论 和 边 值 条 件 得 
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fCN) = |jwe) 4 gs, 
* 7 NP 


在 一 般 情况 ,此 Fredholm 第 一 型 积分 方程 无 解 , 也 就 是 xCM) 不 
能 用 单 层 位 势 表示 ， | 


6.3 ”二 维 位 努 理论 和 和 调和 和 方程 
的 廊 值 问题 
二 维 位 势 理 论 和 二 维 调和 方程 边 值 间 题 的 关系 和 三 维 的 情况 
有 许多 相似. 
6. 3.1 二 维 位 势 理论 简介 


设 2 是 平面 上 的 一 个 区 域 , S 是 它 的 边界 , 设 S$ 是 一 适当 六 
滑 的 闭 曲 线 , 通常 也 称 为 李 雅 普 诺 夫 闭 曲 线 , 设 MM 和 了 为 R? 中 
两 个 点 ，M 的 坐标 为 工 一 (zi, xX;),， 了 点 的 坐标 为 & = (€], §,),， 


rup 二 |x 一 和 二 (zi 一生 ?十 (zs 一 &)?, 设 z 为 自 变量 , 
为 参 变 量 ， 则 | 
Mn 一 一 2r0(z — é€) 
7 MP 


根据 此 基本 解 可 定义 三 个 位 努 图 数 


Ww(M) = |fecpyln 1 gp (1) 
ni ? MP . 
WM) = Jw di, (2) 
“MP 
9 1 
WM) = |”CP)m -2 dr， (3) 
6 9 Fd rT Mp 


分 别称 之 为 平面 位 势 ,二 维 (平面 ) 单 位 势 和 二 维 双 层 势 , 称 p， 
w, 7 为 相应 位 势 的 密度 函数 , 双 层 位 势 又 称 为 侦 极 子 位 势 
345 | 


显然 双 层 势 又 可 与 为 
u(M) =— je 


而 当 7(P) 夺 1 时 ， 双 层 势 的 几何 意义 是 从 平面 上 的 点 看 闵 曲线 
外 侧 的 平面 角 ， 所 以 可 得 


COS (rap， nap) 7 
| 


_ 一 2x， ME 
| -| 一 区， M=NES (4) 
rr 
Wi 0， MED 的 外 部 区 域 


平面 的 三 个 位 势 有 下 列 性 质 
定理 1 若 o(CP)ECGCO ， 则 平面 势 


uM) = | [pcpyIn 二 dP 
1 TMP 


具有 性 质 . 

0) 在 R 中 连续 

(ii) 在 R? 中 一 阶 导数 存在 , 且 可 以 积分 号 下 求 偏 导数 . 

(ii) 在 2 内 或 在 人 2 的 外 部 区 域 , 均 满 足 调和 方 生 

Aul(M)=0 

(iv) 车 oCP) E CGODCIQ)， 则 MM € 时, uCM) 满足 
Au (MM) 一 一 27r0044) . 

定理 2 若 w(CP) 连续 , 则 单位 层 势 

uCM) = |wlP)In dl 


S 


G) 在 R* 上 连续 

Gi) 在 Q 内 和 @ 的 外 部 区 域 均 满 是 Au(M) 二 0. 

(iii) 当 点 M 沿 着 S$S 上 的 点 NN 的 法 线 穿 过 5S 上 的 点 入 时 ， 
u(M) 的 法 向 导数 发 生 辐 断 ， 旦 


人 uC 2" _ |w?) COs (ryp, nA) gy 十 xwCN) 
dny /; 4 7 NVP 
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Ec 


oO Nx 


) 一 |w) CoS res Rg] — rw(N) 
e 人 人 


定理 3 当 Y(P) 连续 时 ， 则 双 层 势 
uM) 一 一 Ie) COS aes dj， 
MP 


S 


且 有 下 列 性 质 ， 
(i) 当 和 MM 二 和 NE€E5 了 时, 积分 收敛 ,并 记 


u(N) 一 一 |7CP) COs Craps np)gy, 
Typ 


Ss 
Qi) 当 MH 在 0 内 或 Q 的 外 部 区 域 时 ,Au《(M) = 二 0. 
Gii) 当 MM 沿 着 S 的 点 入 的 法 线 穿 过 点 入 时 , 双 层 势 发 生 
问 汤 ， 日 
(uN)); = u(tN) — x7Y CN) 
(uN)), = ulN) 十 TYCN) 


定理 4 当 -=rox=V 好 十 好 一 co 时 ,， 则 平面 位 势 和 单 层 
势 均 有 In 二 的 奇 性 . 而 双 层 势 则 趋 于 零 . 而 且 当 -~ co 时 单 层 芝 
也 趋 于 零 的 充 要 条 件 是 密度 函数 ww(P) 具有 性 质 |w(P)di, 一 0. 


S 


所 以 当 > 一 =o 时 , 二 维 位 势 和 三 维 的 位 势 的 性 态 有 较 大 的 差别 . 
6. 3. 2 ”调和 方程 的 边 值 问题 


类 似 于 三 维 的 情况 , 先 讨论 用 单 层 势 或 双 层 势 来 表示 下 列 四 
个 边 值 问题 的 解 . 
问题 一 ”内 部 区 域 的 第 一 边 值 问题 
Au(M)=0, MEW 
| uln = 1N) 


uM) = jr md, 
dn Yr MP 


S 


则 根据 位 势 的 性 质 和 边 值 条 件 得 积分 方程 
7Y(N) = |KCN, P)Y(P)dz， 一 一 CN) (5) 


S 


其 中 


加 
1 COS(rwp, np) 
A 


积分 方程 (5) 对 任意 fCN) 存在 唯一 的 解 YCN) ， 从 而 得 问题 一 的 
解 是 存在 的 ， 且 可 用 双 层 势 来 表示 ， 双 层 势 的 密度 是 唯一 确定 
的 |. 
问题 二 ”外 部 区 域 的 第 一 边 值 问题 

A,u = 0,MEe 02 的 外 部 区 域 

u|, = f(N) 

u(2M) 保持 有 般 
如 朵 设 

uM) = |7(P) 于 Im di, 
则 根据 位 势 论 和 边界 条 件 得 积分 方程 

YCN) = 一 |KCN， P)7(P)dz 十 二 CN) (6) 


它 对 应 的 齐 识 方程 为 
VCN) 一 一 |KCN， P)yCP)ydl; (7) 


SD 


根据 关于 平面 角 的 公式 (4)，(7) 有 一 个 非 零 解 ybCN) = 1， 且 可 
证 明 (7) 无 其 它 线性 无 关 的 解 . 所 以 C7) 的 共 郝 方程 


z(N) 一 一 |KCP， N)zCP)dis (8) 

也 恰 有 :一 个 线性 无 关 的 解 z。CN) ， 而 积分 方程 (6) 有 解 的 序 要 条 
件 是 

|7CNmCNdts 一 0 (9 ) 


S 
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Als 站 和 和 


当 此 条 件 成 立时 ， 积 分 方程 (6) 的 解 为 
Y(N) 一 c 十 7 CN) 
其 中 < 是 任意 常数 ,此 时 间 题 二 的 解 为 


uM) = |c + 7.(P)) (In —)dli 
S 


_ | (In jd， ME 0 的 外 部 


S 


当 条 件 (9) 不 满足 时 , 问题 二 的 解 仍然 是 存在 唯一 的 , 但 解 不 能 
用 一 个 双 层 势 来 表示 ,此 时 可 令 
ul(M) =e vM) 
则 : 
Av(M) = 二 0 ME€ 的 外 部 
v|s = /(N)—ce 


选取 c. 使 
[fa Nas 一 CcC |zCNYai, 


S S 


则 v(M) 可 用 双 层 势 来 表示 , 这 种 选取 的 可 能 性 是 由 于 可 证 明 


|zolN)di 天 0， 所 以 二 维 调和 方程 外 部 区 域 的 第 一 边 值 问题 二 的 
解 总 可 以 表示 为 一 个 常数 和 一 个 双 层 势 的 和 ， 此 常数 c 也 就 是 > 
-> co 时 , uCM) 的 极限 什 , 而 且 可 以 由 边界 值 fCN) 确定 得 . 
| fCN)z, CN)dL 
C= > 
| zaCN)d: 
问题 三 ”内 部 区 域 的 第 二 边 值 问题 
| A 二 0 MERD 


gu ~ fN) 


S 


dn 
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uM) 一 jePm; Ld, 
7 MP 


根据 位 势 论 和 边界 条 件 可 得 积分 方程 
w(N) 一 |w PKN, P)dl, 十 二 PN) 


S 
其 中 
一 1 coOs(ryp, nx) 
7 VP 


天 (六 ， P)= 


=— K(P,N) 


(10) 


所 以 方程 (10) 对 应 的 齐 次 方程 恰 有 一 个 线性 无 关 的 解 zxCN) ， 积 
分 方程 (10) 有 解 的 充 要 条 件 是 |f(N)di = 0， 当 此 条 件 成 立时 


《10) 的 通 解 为 
WwN) C= cz (N)w* (NN) 


< 是 任意 常数 , w CN) 是 (10) 的 一 个 特 解 . 这 时 问题 三 的 解 为 


u(M) = = acpin di 十 - | (P)ln dl, 


而 且 由 于 内 部 区 域 第 二 边 值 问题 的 解除 了 一 个 常数 项 外 是 唯一 确 


定 的 ’ 所 以 必 有 z 
|z,P)In 二 dq, 一 常数 关 0 
7 MP 


问题 四 “外 部 区 域 的 第 二 边 值 问 是 
Au(M) 一 0， ME 0 有 的 外 部 区 域 


du 
和 | = fN) 
ti) 有 界 


如 有 末 令 
uM) = | dl, ME 2 的 外 部 


则 根据 位 势 的 性 质 和 边界 条 件 可 得 
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uCN) =— |w PKN, P)d 一 二 CN) QD) 
由 于 
所 以 和 积分 方程 (5) 一 样 ,对 任意 矿 ,方程 (11) 存 在 唯一 解 
w(CN) ， 但 在 一 般 条 件 下 , 当 **> oo 时 uCM) 的 奇 性 和 ln 二 相同 


而 不 有 噶 , 根据 位 势 理论 ， 要 用 单 层 位 势 表 示 的 解 在 > 一 oo 时 有 
界 ， 其 充分 必要 条 件 是 


| ea -0 
而 由 于 wwCNV) 满足 (11). 在 GLD) 中 两 边沿 着 $ 进行 曲线 积分 ， 并 
注意 到 公式 人 (47 可知 
1 
?Jude 一 一 x | des 

所 以 

[was -0 © |f Wais -0 

Ss 由 


所 以 当 |fCN)diy = 0 时， 问题 四 的 解 一 定 可 以 表示 为 一 个 单 层 


势 和 一 个 任意 常数 之 和 . 又 因为 问题 四 的 解除 了 任意 一 个 常数 项 
外 是 唯一 的 ,所 以 当 |fCN)dly 关 0 时 , 在 0 的 外 部 区 域 第 二 边 


值 问题 的 解 必然 是 无 界 的 , 且 具 有 ln 二 的 奇 性 , 这 又 表现 出 三 维 
问题 和 二 维 问题 的 差别 . 

类 似 的 可 把 内 部 区 域 二 维 调和 方程 的 第 三 边 值 问题 的 解 用 一 
个 单 层 位 势 来 表示 ,其 密度 函数 所 满足 的 积分 方程 总 是 存在 唯一 
的 解 
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6.4 Helmholtz 方程 对 应 的 位 势 和 议 什 问题 


6.4.1 三 维 Helmhojltz 方程 的 位 势 论 
设 
Au 二 kiw = 0 (1) 


这 人 M 和 己 为 天- 中 的 两 个 铝 ， 其 坐标 分 别 为 工 一 (Zi，Zz，Zs) 
各 二 (€1,， §,， €,) 9 I 


7 mp 一 [之 一 号 | 一 (zi 一 合十 (xs 一 6) 十 (Xs — €3): 
则 方程 (1) 的 基本 解 为 
, "MP 
E(x, ®, &) = 4NAr yp 
它 满足 


~ AE RE= OC — €) 
根据 此 基本 解 可 以 作出 相应 的 位 势 . 设 0 是 R' 中 的 有 界 光 滑 区 
域 , S 是 人 2 的 边界 ,S 是 一 适当 光滑 的 闭 曲 面 ， 则 可 作出 位 括 . 
uM) = |fwp) 一 


中 


e MP 
ds Pp 
7 MP 


四 9 @ MP 
v(M) = je 二 | -一 Jdss 


分 别称 之 为 单 层 势 和 双 层 势 ， 称 w(P) 和 YY(P) 为 相应 位 势 的 密 
度 . 类 人 于 三 维 调 和 方程 的 位 势 理论 可 以 建立 此 种 位 势 的 相应 理 
论 ， 例 如 有 下 列 定 理 . 

定理 1 设 w(P) 连续 , 则 单位 势 
- dy, 


uM) = [fwep) 
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() ”alM) 在 Ri 中 连续 
(ii) 在 内 和 的 外 部 区 域 均 满 足 
Asu 二 Rw=0 
(iii) 当 避 沿 着 5 的 点 和 的 法 线 趋 于 点 NN 时, an 
间断 ， 且 有 


( 2) ) -站 (P) 汉人 (和 7 


yu), _ 
9) -jee 


9 Ny 


定理 2 设 7Y(P) 连续 ， le 


dsrds; 十 2Xw(N) 


(2)as _ orwCN) 


9 nw 


v(M) = jp 一 一 一 -ds 
具有 性 质 ， 
Gi) 当 交 = 六 时 ,位 势 积 分 收复， 记 
CN) = je |(: —)as; 


(ii) 当 以 EQ 或 M 在 人 2 的 外 部 区 域 时 , v(M) 均 满 足 
Asv(M) 二 kivM)=0 
(iii) 当 M 点 沿 着 土 的 点 N 的 法 线 趋 于 入 上 的 点 vOMD) 时 ， 
"AM) 发 生 间 源 ， 旦 有 
(vCN)); = vON) — 2x7 (NN) 
(VCN)), = v(N) + 2x7 (NN) 


6. 4. 2 ”Helmholtz 方程 的 边 值 问题 


用 上 述 位 势 论 可 讨论 把 Helmholtz 方程 边 值 问题 的 解 用 位 势 

来 表示 的 可 能 性 ,例如 设 内 部 区 域 的 第 一 边 值 问题 

Au++ ku=0 MEO z 

(2) 
uls = f(N) 
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Dt 
人 必 


De 一 MP 
uCM) -jeP， 六 和 一 dy 
则 很 据 位 势 论 和 边界 条 件 可 得 积分 方程 
yCN) = | Ke, Pi adS, 一 元 JCN) (3) 


S 


其 中 

e NP(ikrve 十 1) 
此 积分 方程 的 可 解 性 和 下 的 取 值 有 关 ， 当 & 一 0 时 ， 又 成 为 调和 
方程 的 情况 ,这 时 对 任意 的 ACN) 积分 方程 (3) 有 了 瞧 一 解 . 当 & 盖 
0, 且 站 不 是 固有 值 问题 

| AV+ 六 v=0,MEDN 
Vls 一 0 

的 固有 值 时 ， 则 积分 方程 (3) 对 任意 的 fCN) 均 有 唯一 解 ， 从 而 
Heimhoitz 方程 的 第 一 边 值 问题 (2) 存 在 瞧 一 解 ， 且 可 用 双 技 势 来 
表示 , 当 外 是 固有 值 问题 (4) 的 固有 值 时 ， 积 分 方程 (3) 的 齐 次 方 
程 有 非 零 解 , 这 时 (3) 有 解 的 充 要 条 件 是 


| | fCN)zCN)dsu =0 
. : 


， 
COS (ryp, np) 


K(N, P;, 有 一 工 
2 


(4) 


其 中 zCN) 是 
z(N) = ||gep, N; EzCP)dsp 


的 非 零 解 

类 似 地 可 讨论 用 位 势 来 表示 Helmholtz 方程 的 其 它 边 值 问题 
的 解 

对 于 Helmholtz 方程 

Au — k= 0 
元 ev 来 建立 相应 的 位 势 而 进行 类 似 的 


则 可 根据 其 基本 解 
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讨论 . 
对 于 二 维 Hejmholtz 方程 
Au +- kw = 0 
Au — ku=0 


根据 其 基本 解 了 一 。No(krur) 和 一 eK, (krump) 也 可 建 芯 相应 的 二 
给 位 势 的 理论 ， 并 讨论 用 位 势 来 建交 边 信和 问题 的 解 


6. 4. 3 化 更 一 般 形式 非 齐 次 Helmholtz 方程 的 边 值 问题 
为 积分 方程 的 男 一 方法 

讨论 更 一 般 方程 的 边 值 问题 
A4z 十 cz = f(r), TEN 
uw |s 和 0 
设 三 维 调和 方程 关于 区 域 2 的 第 一 边 值 问题 的 格林 蚂 数 为 G(X， 
$) . 

则 x(z) 满足 积分 方程 

xD =— |||Gz, czde+eGm (0) 


(5) 


其 中 z 
g(7) 一 一 | ce 6) FE)d8 
如 果 令 所 设 边 值 问题 (5) 的 解 为 
W(x) = | 川 cc， Se)dE 

则 可 得 关于 ylz) 的 积分 方程 

ux) = 一 | -oceankede — fx) (7) 
由 于 Green 图 数 的 对 称 性 ， 积 分 方程 (6) 和 (7) 是 一 对 互 为 共 辆 的 
积分 方程 , 所 以 根据 积分 方程 的 理论 它们 可 解 性 的 情况 是 完全 相 


同 的 , 特别 可 以 证 明 , 当 ctx) 过 0 时 , 则 对 于 任意 的 f(z)， 积分 
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方程 (6) 和 (7) 的 解 是 存在 唯一 的 ,从 而 证 明了 更 一 般 的 边 值 问题 
(5) 解 的 存在 性 . 

以 上 各 节 讨 论 了 常 系数 线性 二 阶 椭圆 型 方程 对 应 的 位 势 和 位 
势 理论 , 讨论 了 应 用 位 势 来 表示 边 值 问题 的 解 的 问题 , 对 于 更 一 
般 的 变 系 数 二 阶 线性 椭圆 型 方程 也 可 建立 相应 的 三 个 位 势 和 位 势 
理论 , 它们 是 调和 方程 的 位 势 理论 的 推广 , 而且 性 质 也 很 相似 ， 
且 也 可 通过 位 势 理论 和 积分 方程 的 理论 讨论 边 值 问 题 的 解 . 


6. 5 ” 阔 物 位 势 和 热传导 方程 的 混合 问题 


6. 5. 1 抛物 位 势 的 理论 介绍 


] (xz 一 6) 
E(x, t; 5，7r) = e tu-nDH(G—7) 
2 Viti—T 
是 一 维 热 传导 方程 
ou 1 0% 
at “ox 
的 基本 解 ， 它 满足 
9 .95 加 
pr 了 -一 人 (并 上 ， Tt) 
如 果 令 
1 (x 
Ux ty Ey T= a tt 之 T 
z 2ar /tt 
则 如 满足 


af 
U | ,-， 一 Ox 一 £) 
基本 解 五 或 ，, 当 上 >z 时 均 是 无 穷 次 连续 可 微 的 范 数 ， 且 均 满 
356 


dz 


正 一 维 热 传导 方程 , 它们 可 解释 为 在 时 刻 上 一 z 在 点 Z 一 上 的 一 单 
位 的 点 热源 而 产生 的 温度 分 布 ， 另外 当 上 盖 z 时 ， 
,00 rr—é -人 

E23 一 ga /RG 4a” (1— Tr) 
也 是 热传导 方程 的 解 ,， 它 可 解释 为 在 时 刻 + 的 偶 极 子 热 源 在 t+ 
以 后 产生 的 温度 分 布 , 根据 上 述 这 些 基 本 的 解 可 建立 下 列 位 瓜 


2a 


1 _ G6) 
u(r, ft; £€) = Jw oe 4ndr (1) 
2a /T(t C— 7t) 
_ < ( 工 一 站 


x _ C—O” 
一 一 一 e 4 dr (2 ) 
pa 


分 别称 之 为 单 屋 抛物 位 势 和 抛物 双 层 位 势 ， 称 w(2) 为 位 势 的 强 
度 , 上 是 一 个 参数 ， 总 设 时 间 变 量 上 之 0. 根据 古典 的 分 析 有 下 列 
定理 . 

定理 1 设 w(t) 连续 , 则 单位 势 (1) 有 下 列 性 质 ， 

(i) (xz, ;EE) 在 t 之 0 中 连续 , 且 lim u=0 

Gi) ” 广 关 时 , 症 1 守 0 中 wr, te) 无穷 次 连续 可 徽 ， 昌 
满足 一 维 热 传导 方程 

(iii) 通过 直线 x 一 <，3 衬 发 生 间断 , 且 


U(X, 1t; £) 一 Jw 
0 


]; OW vw (zt) 
XT-r 帮 一 0 9 Da 
i du _ 2vw(t) 
TI 于 0 9 .十 2C 


定理 2 设 wQ) 连续 ,， 则 双 层 势 (2) 具 有 下 列 性 质 ， 

(1) lim 二 0 

Gi) 当 1 泛 0, 工 关 $$ 时, v(x, 1; 《6) 无 穷 次 连续 可 微 , 上 且 满 
足 一 维 热传导 方程 

Gii)” 当 穿 过 直线 z= 二 时 , v(x,t; &) 发 生 间 断 , 且 


lim v = —— w(7) 


T—r*€é—0 
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Jim z == w(t) 


全 -和 二 


上 述 两 定理 的 证 明 较 简单 , 但 也 一 概 省 略 . 
6. 5.2 ”利用 位 势 解 泥 合 问题 


0 D : 

EA =0,1>0, OO< < 
nt > a 

Ulis = p(t), & |, = p(t) 


在 双 层 势 中 分 别 取 $= 0 和 1， 利用 两 个 双 层 位 势 来 表示 
问题 一 的 解 ， 即 令 . 


< 
3 一 一 一 一 一 2e dat—n dr 


] ] 加 (之 一 站 


根据 边界 条 件 和 位 势 理 论 得 关于 ro 和 ww;(2) 的 积分 方程 组 


aa 
voi (t) D 有 | Ct 一 ry) 4a ue_ndr 一 Hi (上 ) 
zi(r) 二 
— to,(t) 十 一 一 一 9a 大 | Cee undr —. u(t) 


此 为 Velterra 第 二 -型 的 积分 方程， 其 解 总 是 存在 唯一 的 ， 可 用 还 
次 表 近 法 求解 . 由 于 此 为 折 积 型 的 积分 方程 组 ,也 可 以 用 
Laplace 变换 来 求解 ， 如 果 把 解 用 两 个 单 层 势 来 表示 , 则 将 得 到 
Velterra 第 一 型 的 积分 方程 组 . 


ou »9%u 

0 

at “gx : 
问题 二 WU | ,oe 一 


du 
uw | 2 一 A (£),， I x 一 AH2(t) 


用 一 个 双 层 势 和 一 个 单 层 势 的 和 来 表示 问题 二 的 解 ， 即 令 
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U(r, 人 一 zal ive wendr 
《一 站 
le je atodr 
避 据 边界 条 件 和 位 势 理 愉 1 可 得 《wi《t) ，w(t)) 的 积分 方程 组 
f w(t) 
wD ta Se Sondr = A 
t ) 2 
te 人) 十 | | sae 4a2(t 一 cdr 一 一 L(t) 
这 也 是 Velterra 一 型 的 积分 方程 组 ， 且 也 是 折 积 型 的 ， 其 解 存 


三 唯一 ， 
其 它 边 界 条 件 下 的 混合 问题 也 可 类 似 的 用 位 势 来 表示 解 . 
6.5.3 推广 了 的 抛物 位 势 和 活动 边界 下 热传导 方程 的 混合 问题 


称 


1 人 Ww(T) -SCD)- 
u(xX, 1) = tazd-r dr (3) 
aVR) VET 
和 和 
v(x, £) 一 WI) (7 or))e dr (4) 


pg .二 | (; 一 (一 7)312 
为 推广 了 的 抛物 单 层 势 和 抛物 双 层 势 ， 称 w(z) 为 位 势 的 强度 . 
设 z==o()( 之 0) 是 (zx, 平面 的 一 光滑 曲线 , 当 此 曲线 为 是 线 
x 二 时 ， 则 变 为 通常 的 抛物 位 势 ， 对 这 种 更 一 般 的 位 势 有 下 列 
定理 . 

定理 3 设 w(t) 连续 , 则 单 层 势 w(x, 1) 有 下 列 性 质 : 

(i) zt 之 0 时 , u(x,z) 连续 ， H limulz, 上 ) 一 0 

(ii) ”除了 曲线 == ol(z) 上 的 点 外 , u(x, 外 无穷 次 连续 可 
向, 且 满 足 热 传 方程 
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(111) 通过 曲线 > 一 o(t) 十 的 点 (Xo, t0)， 5 发 生 间 上 断 ， 日 
有 


t 


3u(zo—0,to) 1 | 2 
or po AAA x 2a° (to 一 rT)3? 
(en) w(t ) 
“e 4-nD dr 十 本 
ax(z + Ot) 1 [wr)(ro— olr)) 
I ye | 2a (ts 一 tT)? 
(z 一 or) 
_ 0 vw (ft,) 
* 位 da (10 —7?) dz 一 本 


定理 4 和 苛 ww(2) 和 连续， i 


则 双 层 势 v(x, zt) 具有 下 列 
性 质 : 有 ， 
Qi) lim v(x,1)=0 
e000 I= 二 g(t) 


(ii) 除了 曲线 x = 
rt 人 全 0) 上 的 点 外 ，vw(z， 
站) 满足 热传导 方程 

Gi) 当 沿 春平 行 于 > 
轴 的 直线 通过 曲线 x = a() 
二 的 点 (zo, 吉 ) 上 时, v(x, 1) 发 生 间 断 ， 日 


t 


z (x or)) 
1 [5 (Xo or) eo dz 
2aY Xx (to — 了) 


一 w(to) 


v(X, — 0, t,) = 


1 [wz oD)) -Se | 
2avVTF DR 
十 w(to) 

应 用 推广 了 位 势 可 以 用 来 表示 一 维 热 传导 方程 活动 边界 下 汤 
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v(xX, 十 0， 力 ) 一 


合 问题 的 解 . | 
如 图 6.2, 表示 (zx, 2) 平面 中 tt 之 0 内 的 一 个 区 域 , 了 ; 工 
一 oi (zt) 相 1,. 一 0,(t) 是 它 的 两 侧 边 界 ， i 一 0 的 区 全 [ce， ad | 古 
人 的 底 边 . 讨论 下 列 混合 问题 
du ,9 


2a A 
根据 广义 双 层 势 的 性 质 和 边界 条 件 得 (wi(Ct)， ws(z)) 的 积分 方程 
组 


a Fp = 0, (rr, 1)EW 
丫 题 三 u | ,9 二 0 
“an 一 M(t), u|r, = f(t) 
今 
2  ， (z 一 ofr)3 
~ 1 
u(xX, £1) 一 > | 5 A sz 一 gr))Je ido dr 
-1 0 


cocoy 
wilt) + > 天 > | a 站 (al gr)e dr 
= p(t) 
A 
= p(t) 


此 仍 为 Velterra 第 二 型 的 积分 方程 组 , 其 解 存在 唯一 . 
对 于 其 它 边 界 条 件 下 的 混合 问题 也 可 类 似 的 用 适当 的 位 势 来 
表示 问题 的 解 


9 ,Ou 
Erik t)， (Xr， £) EQ 
问题 四 u | ,0 一 p(x) 


u | =。 一 Li1(t), W | =- 一 Lt) 
其 中 0 如 图 6. 2,， 符 要 用 位 势 来 求解 此 种 一 般 的 非 齐 次 问题 ， 首 
先 要 使 方程 和 初始 条 件 齐 次 化 ， 而 这 点 也 可 以 根据 基本 解 (zx， 
上 5， T) 或 U(xz,t; 6,T) 来 构造 通 当 的 位 势 积 分 来 完成 ， 即 设 
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z go (7) 


] 加 (zr 一 人 
于 (XX, 1 ) 一 |ar | 一 一 一 一 一 6e ddr fe, cr)dé 
0 a C7) Za Valt—7) 
fe 


(zx— Ey)? 


1 一 
ia2z dé 
Xt 


us (XIX, 1) = | re) 
c Za 


则 w(xz,，z) 满足 非 齐 次 方程 和 齐 次 初始 条 件 ， xo《(z，2) 满 正 齐 次 
方程 和 非 齐 次 初始 条 件 , 所 以 作 未 知 函 数 代 换 w(xz，, 1) = w(x, 2 
— U(X, £) ~ Us (AX, 1), 则 问题 四 转变 为 问题 三 . 


6.5.4 ”高 维 抛物 位 势 和 高 维 热传导 方程 的 混合 问题 


前 述 的 一 维 抛物 位 势 可 以 推广 到 高 维 的 情况 ,而 且 也 有 基本 
的 类 似 结 采 . 

设 zx 一 (Xi, zz) 8 一 (5 5) 为 二 维 的 空间 变量 ,上 之 0 为 时 
间 变 量 ,， 则 


] I—é 
Er, 1; &, - (一 二 一 一 ) -版 招亲 C 一 
(xX,+ rt) pa /i e da H(t—r) 


是 二 维 热传导 方程 的 基本 解 , Se- 也 是 热传导 方程 具有 奇 性 的 解 ， 
当 工 天 6 时 ,+ 之 + 时 , 它们 均 满 足 二 维 热 传导 方程 . 根据 这 种 基 
人 名 可 建立 相应 的 位 从 

入 下 是 二 维 空间 变量 的 一 个 区 域 ,S 是 它 的 边界 ,S 是 一 适 
当 光 请 的 闭 罗 线 ,r = 1z 一 | ， 则 可 作出 位 


- 了 wl(&,) rt) 2 
z u(x, 1) 一 2 |ar| C7 — ye da ms dl (5) 
0 3 
1 (5，r)1 9 -rr 
oz 日 一 元 Jar| Pt (ems)dl (6) 


其 中 了 为 9 的 外 法 问 ， 分 别称 之 为 一 维 抛物 单 层 赤 位 势 和 二 维 抛物 
双 层 位 势 , 称 w(z, 的 为 相应 位 势 的 强度 . 
定理 5 设 w(z, 1) 为 连续 图 数 , 则 单 层 位 465) 具有 性 质 : 
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GQ) azy 1) 和 三 tt 宇 0 中 和 连 统 ,lim u(x, ti 一 0 


导 方 程 


Gii) 当 点 工 沿 着 曲线 5 的 点 N 的 法 线 趋 于 N 点 时 ， 
04 如 发 生 间断 , 上 且 


uNDY 1 fF) fwé,r) 9 7 
a > ) = | je Wendl + wN, 2) 


au(N, 1) Ww(E, T) 9 

(= 六 7 元 [| (fz) ne ar 一 ed] — vw(lN, 1) 
定理 6 设 忆 (x，,) 连续 ， 则 双 层 热 (6) 具 有 人 性质 
(Qi) lim v(x, 1)=0 


£0 


(1) 当 1 之 0, 工 所 不 在 曲线 S 上 的 点 时 , v(xz，, 2 满足 二 维 
热传导 方程 
(111) 


当 点 z 沿 着 曲线 S 的 点 N 的 法 线 趋 于 N 点 时 ，v(z， 
i) 友 生 团 断 ， 且 


rT a 1 ww(S, T) 9 | 一 一 ? 
v,(N, 1) =— 7 jj 7 e 4a20 一 dl wN, 1) 
0 


v.(N, 1) 一 Wilks pt oe Wen sendl + wN, 2) 
应 用 位 势 可 以 用 来 表示 二 维 热 传导 方程 混合 问题 的 解 
了 一 azhsx = 0, 上 0 工区 全 


品 题 五 ul, 一 一 0 
u |s -一 OA ， £) 
设 
w(é, r) 9 _- 
u(x, 1) = 二 | 本 二 dl 
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根据 位 努 的 性 质 和 边界 条 件 ， 得 关于 强度 w(xz,z) 的 积分 方程 


2 
(CN 1) 一 元 |ar SD ed 一 P( 入 ， t) 
0 S 


如 果 闭 曲线 S 用 适当 的 参数 方程 来 表示 , 如 5S: x = zx(X%),0 
亿 4 记 58， 则 未 知 的 强度 可 记 为 w(2, t) ， 则 上 述 积 分 方程 为 


£ b 
w(A, 1) 一 |ar | KG tf; s, Trwls, tT)ds 一 oA, i) 
0 0 


在 此 积分 方程 中 关于 7 的 积分 是 变 上 限 的 , 具有 Velterra 方程 的 
符 性 ， 关 于 的 积分 是 定 限 的 , 具有 Fredholm 方程 的 特性 . 但 和 
Velterra 方程 一 样 ， 这 种 方程 也 总 可 用 逐次 逼近 法 求解 ， 其 解 是 
存在 唯一 的 . 

应 用 位 势 类 似 的 可 以 用 来 表示 其 它 边 界 条 件 下 二 维 热传导 方 
程 混合 问题 的 解 ， 另 外 还 可 以 讨论 外 部 区 域 的 混合 问题 ， 

二 维 热传导 方程 的 二 维 抛物 位 势 容易 推广 到 三 维和 高 维 的 情 
况 ， 其 性 质 和 形式 是 完全 类 似 的 ， 所 以 总 可 以 用 高 维 的 抛物 位 势 
来 表示 高 维 热传导 方程 混合 问题 的 解 . 


站 题 六 


内 容 包 括 : 退 化 核 线性 积分 方程 的 解 核 和 固有 值 问题 ， 非 齐 
次 线性 积分 方程 有 解 的 相 容 性 条 件 , 用 体位 势 求 Poisson 方程 的 
符 解 ， 调 和 方程 和 Holmholtz 方程 的 位 势 解 和 积分 方程 ,抛物 型 
方程 混合 问题 的 位 势 解 和 积分 方程 ,通过 Green 困 数 化 边 值 问 题 
为 积分 方程 . 
1. 求解 下 列 积分 方程 的 解 核 , 求 相 应 齐 次 方程 的 固有 值 和 固有 
图 数 ， 当 4 为 回 有 但 时 ， 列 出 非 齐 次 方程 有 解 的 相 容 性 条 件 ， 


1 
(1) px) = A |c EoE dE 4+ fr) 
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2 不 
(2) PCz) = | Gsinzsiné 十 sin2xsin2€)g(E)déE 十 f(x) 
0 


2. 用 体位 势 求 出 Poisson 方程 
Au = fr, y, ) 
的 一 个 特 解 , 其 中 
pr， 7 一 zz 十 光 十 到 去 民 
0，7 之 开 
特别 当 qx) = c (常数 ) 和 2r) 二 rr 时, 求 出 Poisson 方程 的 位 势 
解 . 
3. 备用 二 维 单 层 位 势 表 示 边 值 问 题 
A = 0, (zx, VD) EN 


(et ng)| = gas» 


的 解 ， 推 出 位 势 的 密度 淆 数 满足 的 积分 方程 . 
4. ”试用 二 维 双 层 位 势 求 解 边 值 问 题 
Ayu 二 0, 之 R，(r,， 0) 为 极 坐标 
ul|,_r = f(0, 9) 
5. 者 用 Hoimholtz 方程 对 应 的 双 层 位 势 表示 边 值 问题 
Au ku = 0,r 之 R 
本 沁 = f(0, 9) 
的 解 时 , 试 推出 密度 蚂 数 (0, 由 所 满足 的 积分 方程 , 其 中 (r, 6， 
P) 为 球 坐 标 . : 
6， 设 现 和 方程 天 于 区 域 2 的 第 一 边 值 问题 的 Green 活 数 为 
G(Xz,， yy, XZ; 7， 5) ， 试 把 边 值 问题 
/ Asu — g(x yy, zu = fr, yy, 2), (rx, y, 2) EN 


fos ys 0) = | 


ulama= 9 
化 为 积分 方程 . 
7. 试用 两 个 双 层 位 势 化 混合 问题 


ou 9 
dt ™ 0 Fa t > 0， Tt 0,tT1l>7z 


u | .0 一 Bg1(t), u|,ti 一 g(t) 
ul,.o=0 

为 积分 方程 组 . 

8. 大 用 双 层 抛物 位 势 表 示 混 合 问题 


3 z 
7 = Ahou, t>>0,r< 之 R 


& | 一 0 

2z|-R 一 (2O，1) 
的 解 , 试 推出 位 势 的 强度 函数 5(9, t) 所 应 满足 的 积分 方程 ,其 中 
(r， 0) 为 极 坐 标 ， 
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习题 一 

1. 

由 轩 十 宇 旺 =0,w=a+al 

(2) 匀 十 宇 星 二 b= 0 wa le wc ew 一 C, 
Sose 十 ,Sinkr 

(3) $2 + (2) R=0, R= 6, Lo 二 Le 
2. 

(GD 十 二季 一 0x 一 wa 十 clmr 

(2) 了 十 = + ku = 0, (uo= colkr) + csN, Ckr)) 

司令 
aNo( 人 

(4) 0 十 = — wR = 0, (R= cl1(wr 十 coK (twr)) 

(5) 人 二 二 cE + (至 一 好)jR = 0，(R = a 


V (tN ( 枚 一 庆 ; 
(6) 3 人 二 中 十 (£ 二 )R = 0, (RK = cyJ,(kr) 十 
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coN, (kr)) 


3。 
LR 2dR 2 
De a i 1 
d? 2 dR :2p 加 
(Dt rd +((54) -zz)R=° 
4. 
(1) xz(zy y) = f(x)e 1 ™ ”> 了 任意 
(2) ul(x, y, 2) = f(z, De- 了 任意 
(3) ulzx, y) = fr)y + g(r)y 二 h(xr), f, g, hh 任意 
(4) u(x, y) 一 eo | Fe .dz 十 sy) | ，f，g 任 
3。 | 
(xz 一 与 一 cz 一 3 一 一 一 3 3 一 37 
22% _ -- = f(y— (y 一 所 ), fg 任意 
Fen 0 WT, y) = f(y— 37)+T g(y 
9% y、 了 
(2) 立 一 c, 6 一 二 ,一 Z 3 一 0， w= 1) 二 +zxga( )， 
fg 任意 
~ % 2 0 
9 9 1 du _ 
(Dy> 0,6= S57=z tn eae 0 
2 5 DY 
0， ee = 工 一 去 (一 7)2， 了 一 工 十 芯 一 y)2， 5 37 十 
1 du ou 
bt Le 一 一 
roc = 7 3 ) , ， ; 
dH 9 a 1 wu 
(2)s = riy t=r—y +t 3 
ou 
十 十 2 一 
7 了。 


(1) y 一 ce-$le nd Cr) 
369 


1 dp __ 
u” (xX) 十 (x) 一 开放 (xX) CO— > IE) uz) (i 


3 名 OY 


(2) WX) y) 一 e 一 2 Bp Eom, y)， A 


f z p'( ) 
Lecr， » 一 (<) - -5 之 一 Ec 


”十 (cz y)— a' (x 
9y 


_ F 
(37 u(x, y) 一 jc 0(Z， y), 7 


—y)+a(z—y))v=0 
8. | 
) 定 佣 问题 的 唯一 解 为 LCE 芒 一 De 站 ,由 解 的 
表达 式 知 解 x(z， 2) 连续 依赖 于 初 值 wz) ， 所 以 定 解 问题 这 定 
.人 是 解 问题 的 解 为 &Czy D 一 殉 王 天 昌 十 羽生 于 一 5 


(x — xo) (y 一 yo 。 
(全 op d= 得 


2(39) — (9) 


一 Xo)’ (yy 一 Yo) 


Qa 
所 以 在 曲面 $: Dol TI=0 
《2) 今 PLX， y,1 j) 二 t+ 一 c， 则 人 恒 有 


a(X, Y; »(22) 二 blx, y,+ :) 9 = 0 


9y 
所 以 平面 上 一 是 方程 的 特征 曲面 族 : 
10. 


370 


dr r dr ep 
ul|,o = VCr) 
ou 
(£3 E+ hu) = fh 
]1. 
au ,9% 
7 一 a* F723 bu tt bf (2) 
(- 上 5 十 如 = AGO，(&52 + hu) 一 太太 
了 一 站 十 I 二 4 
u |， 0 一 F(X) 
2 大 5-2 
cp cpr 
9 a 
ow __ — ， l 
了 本 R ,DO00< 工 所 


12. 4 u|,o = PCZ)， 


(1)w& = (x — 2t) 
(Dulzs Dd) — dSE)+T)— 0) 


rat . T— at i 
+ sin 一 7 二 (zt Je 


(3) u(r, ti) 一 Sin 
(4) u(r, 1) 一 
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a 


1 
| Td rT>O0,t>0, ra 


i— Or 


I—at 


: 
[ecb 4 + Ehlert 
十 六 | %(9)d7 |， rz>>0,t>0,rRat 

2, 
(1) 通 解 w《z,y) 一 f(y 一 3z) 十 g(y 一 二 y),f，g 任意， 
定 解 问题 的 解 为 


一 


3 
u(T,，y) 一 | 3pCz 一 3 ) 一 二 PCz 一 3y) | 二 | pg(7)d7 


二 一 呈 y 


(Xo, Yo) 时 依赖 区 间 为 zx 一 3yo，2 一 | [1， 2 上 初始 


数据 的 确定 区 域 为 由 y = 0, 一 3z = 一 3, ?一 二 zx 一 一 公转 
成 的 特征 三 角形 
(2) 通 解 为 u(x, +) = f(t 十 二 ), /任意 , 定 解 问题 的 解 为 


u(x, £) 一 Hi) 


(3) 通 解 为 u(x，y, zt) = 二 f(t 十 一， 上 十 3)， f 任意 ， 定 解 问 
题 的 解 为 : wx(z，》， 昌 一 入 元 于 1T， 了 二 
3. 

确定 性 区 域 为 :之 0 中 由 :二 0 和 Zz 十 y 一 a?(t 一 一 )* 二 0 
所 围 成 的 锥 体 ; 影 啊 区 域 为 :之 0 中 由 t= 二 0 和 十 一 Q(t 十 
二 ) = 0 所 围 成 的 区 域 


4. 
37< 


放 Wz，2，z) 一 VCz)，Ppz，y，z) 二 p(x) ， 直接 由 三 维 波 
动 方程 初 值 问 题解 的 Poisson 公式 计算 得 出 
ux, D)= Me, ,off] + F LM ,. [9]] 


rat 


1 HX 一 Qt) 十 DZ 十 at) 
= 小 | wd + 人 


“ 
今 tw (zr， VY, 之， t) 一 u(x, 了 ，》 ee ? 则 
De 
了 一 a*A,vw 
0 Ww x 
tw |,_0, 3¢ | 一 J(z, y)e 


由 Poisson 公式 得 


LT = € «tMe.,, Ly x, y)ee’] 


让 2f 


时 7 ctcosp . 
一 起 |dole p(X 二 atsinbcosy, 


0 0 


十 yy 十 atslinwinp)sinbdop 


(1) 直 接 由 Poisson 公式 得 w(x， y, 0, 1) —0 
(2) 把 初始 数据 5(r，y，z) 关于 变数 > 进行 奇 延 折 ， 然 后 直 
接应 用 Poisson 公式 得 出 解 


u(x, y, 2Z, £) 
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2 A 
|dplycz 十 aial，y 十 ata,, 十 atas)sin0d0 
0 0 


之 之 at 
cos 一 《一 三) 


之 
二 |dq| | p(T 十 ata, yy 十 ata,， 十 ata, )sinlbdp 一 
0 


0 
一 | JT 十 atal，7y 十 ata,, ata, 一 =)singdg | ,Zat 
cos (一 三 ) 


其 中 ai = singcosP，a， = sin0sing, a, = cosb 


1. 
(1) 直 接 用 Poisson 公式 得 u(x， y, z, 划一 (zt 十 yy)z 
(2) 和 直接 用 Poisson 公式 得 wl(xX, y, 1 直 二 十 yy 十 2a 十 
Tyt 
习 题 三 
| 
2 nnd ,nna nA 
(1) u(xX, 1t) = a 十 Oot 十 > ( ancos 了 十 sin et)cos 
i i 
Qo 一 Fp)dz 一 @%， a, 一 了 |x)eos dz 一 名 
0 0 
bo = os bs =— ey 
0 OF Vn YY na 办 
一 .2.2 
(2) xz 1) = Dae “K(x), K(x) = kwicoswz 十 
i=1 
SiNvw,x 
w; 是 (i 十 和 )wcoswl 十 (1 一 kow?)sinwl 一 0 的 第 i 个 正 
根 ， 
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i 


0 
Qa; 一 


TXl 


3d, 7) 一 Ach Fzsin Fy 
n=] 


(7 一 x (rz 一 4 )x 


十 > B,sh ycos— < ， 
n= 二 1 Ud | 
» s 
4 一 ， 之 :A 
n nr g(y)sin ydy 
p 0 
B=— 1  . 
sh (2n 一 Dy ldz 
2a 


(4) u(x; 1)=e 2 i VB, sinw, isin Tz 


二 ] 
i 


2 fz 
Bb, = ve 17 ez! f(x)sin 了 xzdz 
0 


le 
‘Dur, #) = > 2 arsin tsin or 


n= 1 


R 
2 
(他 -一 一 一 一 一 
fr)sin = 页 ~rdr 


nray 
(2) ,二 二 . -C3+(E)2: . ,kx 
w(xr, 1) ~ 2 证 SImCn7imnz) 
| 、 ,此 
A 矶 nesnd 人 naz 
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| lin 
(1) u(r, ¢)= 六 十 mz lnr 


一 lna lInb— ina 


27 2 
十 (一 rr 十 人)cos26 


(2) xzy 1) = wr, 1) + Gsint — zx) 


2 2 一 1 2 2 — 
‘ 7 ) Teas 2n ] 
2/ 


NT 


wr, 1) = 也 Ce 


地 一 1 


一 2 28 一 1 2 2,, 


n= 1] 0 


2n— 1 
2l 


-ra 


iD 


i 


b,(T)=— 0 |cos en 7 rzdz 
一 《一 ]) Cn ACOsT 


(1) u(x, 1) = Darsinwtd (2 WwW 一 工 ) 
k=1 


i . 
a;, 一 [gcc2w, AL 一 z)dz/w| iC2w, AL 一 工 )d> 
0 0 


w 是 Jo(2w 和 /1) = 二 0 的 第 正 根 
(2) u(r, ti = e+ whlr, 1) 


on oo i 
2 ,2.2 
wr, £) = >ae YJ(wr) 十 ar)e tr 
k= 1 t=1% 
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drJ, (tur ) 


£ 


R 
一 | ‘ge 一 DrJoCewrydr/ rewr)dr 


| R R 
b, (tT) = — erJowr)dr/ |rJe Cr)dr 


ww 为 J,C(wR) 二 0 的 第 个 正 根 
(3) C7, 人 _ 1, (kr) 1, (kr) 


27 CRRy 十 37 27 CRRJCcos2 


(4) u(r, 0) 一 aol, (Ckr) 十 boK ,Ckr) 十 >, (CI Ckr)) 
天 二】 


+ b,K,(Rr)cosnO 十 > (co Rr)) 十 dK, (kr)sinnd 


下 一 | 


其 中 a,,， 6,，at， bo 根据 边界 条 件 和 Fourier 级 数 展开 确定 . 
(5) u(r, z) = S\B,shw,zR, (7) 
i 一 1 


Rr) = NoCwa)d Jo wr) — Jorwia) No Cwr) 
w; 是 Jolwa) Ns (wh)—J Cwb) Nolwa) 一 0 的 第 i 个 正 根 


B, 一 [A (r)dr/sherw, 中 (r)dr 


性 痊 


(6) ulr, 0, 1) = > Businavwt)) (zo ur)cosl 
k=1 
R 


R 
Bi = | Pr) Cur)dr /eu |r (rworr)dr 


wn 是 Ji(wR) 一 0 的 第 个 正 根 . 


(» (img)( Rc) ) (stn) 


Simo) (Nice ) (snes) 
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ew (osm) (C0) TO 加 2 


(2) sinng / \ sinAz mm 
NGC 一 7) 
ze” 
人 eon ) (cp) tn A 十 二 六) 
sinng /\ shAaz / 7 
K,(,/A 十 77) 
6. 
(1) zx = 二 一 二 天)3P， (cos0) 十 二 (天 )2P3(cosg)cos29 
RR 
(2) 一 志 ( 守 ) 一 本 (二 (全 )3P, (cos0) — 二 (全 )3P8Ccosb)cos29 
(3) ulr, 0) = fo t+ 2)fsP,(cosO) (SY) 
n= 二] 
f/f» = 全 | fC0)P, CcosO)sinGde 
0 
2 
(4)&=ceC— sRP: (cos9) 十 EP (cost)cos29 
_ 1 L(gkr) 1 1,(kr) 
(5) 4 一 也 TRS 3 LR CERI PCOs0) 
1,(k 
十 ~ FO Tie 
(6) 因 为 初始 条 件 为 二 ar 一 Sp, (cos0) 十 到 PCcosb)cos29 
所 以 得 ， 


J 7/ ， yp， £) 一 uilr, £) 十 Ws (7, 0， £) 十 Ua(r, 6， 9p， t) 
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一 2 
u(r, 1) = > aie 3 (wr ) 


VT 


二 
J 0 ， t) 一 


Sbe Js(aur)Pa(cosg) 


1 


一 
] 一 一 aait 
二 2 CAe JS (aiz)P2(cosl)cos29 


ual(r, 0 pp， t) 一 


k 

ws 是 J#CwR) 的 第 个 正 根 ,， 即 w, 一 下 
as 是 J5(wR) 的 第 & 个 正 概 

R R 
a, 一 二 | Codr |r (twr ) dr 

l R R 
b;, 一 一 二 [yerar/ Jr7 (gr)dr 

0 0 
0 一 = 
/i703 (kr) cosmg 
(1) - (im) P™ (cos0) 
Aj Natitkr) 

m 一 0, 1, 2)， ‘Nm 1 十 二 

FI (kr) | ) Cosm 
(2) (~ fF) Pr CcosO) 

1 sin7a0 

二 天 二 (Ar 

1 

一 JE 人 rr) 
(3) ~ ® (co) P™(cosO)e™ 

ln 1 (Er " 

y n 十 也 ; 
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(1) u(r, 1) = p(x 一 at) + |fz — a(t— tt), tdr 


sinaanz 
2A 


(2) a |= 云 二 有 (az — xz?) 


2 t) = Sr) # Hat 一 zx?) 十 FL) x Hla —z 9 | 


Tat 
1 ZC at) 十 PCZ 十 ct) 
过 | (ede + 和 


TT— at 


ec (一 6 
一 2 vv 元 | PE)e dazt 
a ni he 


(4) F| saz|= rH — XA) 


(3) wu(z, 


U(XT， yy) = XSinr 一 ycosz) 


到 十 7 Ts 


(5) Fi sinat VY A 二 x 1 1 
A/ 2ra /an ry 


,五 (a? — x? — y’) 


u(x,y,t) = zz JE,n) dd 
pe Va (ro — (y— 7 


万 人 表示 以 (z， y) 为 圆心 , at 为 半径 的 圆 域 . 
(6) ux, y, 1) 一 yz2 十 2a) 


(1) 作 关 于 目 变 量 < 的 函数 的 LT, 可 得 出 
u(x, 1)= pr — at)H(z ~— at) 
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+ |7c — a(lt—7t), H(zr— a(lt — rt))dr 


十 ee 
2 1 2 2 
ee ef 


(3) 


t 


u(xX, 1)=—a Ja 


0 


—ah(t—rt— 


a HU 一 TY 一 之 Jdr 
a 


一 ， | g(r)e "adrH =) 


< 
mh 


(4) Ze = J,(2 VY at) 
u(x)= g’ (1) x¥ J (2 WM ext) 


一 |s (r)v (2wcxztt 一 z))dr 


(5) u(x,t)=e “g(t — rH(— zx) 
(6) u(x,y) = : 


十 
1 | y y 
7 | /6 Tt TT 作 FT 
3. 


(DD 直 | fCé) de | eac-edh = | Fe)8CE — wdé = fez) 
(2) 


oa 十 cc 
二 | Fe)ae | sinAésinArdA 
0 0 


oo 二 oo 
lc (cosA(E + xz) — cosA(E — zx) dA 
站 站 
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DO 


-一 工 | re raCx + &) — 6(€ — zr)]dé 


0 
十 如 


_ | 8 一 zDd46 = fr) (“zr>0) 


De 


(3) 
十 co 
二 | rende | coshEcosAzdA 
0 


5O 


一 二 | Fe)d | (cosA(z 十 去) 十 cosA(E — x))dA 


0 


十 oo . 
_ | Fe) (Bx + E) + CE — x))dé 


二 oo 


| FEJ6(CE — x)dé = f(z) 


0 


4. 

(1) 任 取 定 一 检验 函数 gz 四 , 可 设 Fz, 直 和 Uz, tt， 
c) 的 支 集 之 交集 在 特征 四 边 形 0 上 (其 中 总 是 特征 线 z 十 at 二 
二 ar, 工 一 对 一 和 一 07， tT 二 at = NN， + 一 at 二 入, 所 围 成 , NN) 
~ &€ + ar, N,<=§— ar), 有 昌 在 边界 线 zX 十 at= 二 Ni 和 x 一 at 二 


入 ， 上 ， 加 az Jy 二 0 则 直接 验 明 ” 


a ,9U a9 ;99 

~ a8 zx’ ?7 <U,FrF ari” 
_ 1 fl/9%_ oz 
=- 支 儿 (元 “gx? dzdt 
~ 0(€, Tt) 


(2) 任 取 定 试验 函数 wz ), 可 设 Fx, 志和 U 的 支 集 之 交 
集 在 矩形 (2 = (tr 委 上 委 人， N+ 太 N} 上， 目 在 边界 上 一 人 入， 
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ft dx 
aU 3 9 3 
a gz > UU, Sf +e > 
Je eo (B+ 2 )a 
-一 PK ， 7 ) . 
2 全 夺取 试验 冰 数 pCE, Tt) ， 则 
9oU 加 3 多 、、 
< 57 3, Hb, >=—<U, > 
一 PCZ， £) 
D。 
(1) E(x) = re*H (Zz) 
_)f sinc 2 二 全 yy 5 一 
(2)F et 一 和 0( 区 ae’ zj Hla? 
— x2) 
E(x, 1) = Jo( 过 VaB— A)H(at 一 rH) 
6, 
dU 1 dU 1 
(1) 本 十 大 一 pin U 一 sz lnr 一 ]) 
dz2U 2dU 1 1 r 
‘二 卫生 一 一 让 过 一 一 天 
了。 


(1) U(x,t) = Or — at), zi 一 Sr 一 atyH Ct) 


ulz, t= Ur, 1) x pr) + | ee 上 一 mx f(x, tdr 


一 OX 一 at) + | Fez -ac 一 D， tT)dr 


oy ] _ Ct) 
(2) Ut{z, t) —e © daze , E(x, 1) = UL(z, t)H() 


2a Lg 
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oo 2 
(x 


1 _ 
(站 二 ee 二 | (ye de 
2a V Tt 有 


(3) U(x, 1 一 e 1 ye 一 x) 
2a 
_m 1 


E(x,1)=e H(i — rx)H() 
ea 


w= (g(x) 十 bp) UCz, 1) + pz) x Uz, 人 


9 4 2 


tia | 
= ee "| | (gE§) 十 pp(é))dé | 二 e* HT a) Tr Al) HT at) 


2 


2 
E(x, 1) = U(r, 1 HU) 


w(x, 1t) 一 p(T) x U(x, t) 


(WUCzsD) = eT le eH — 7) 


工 十 好 


一 $ | yee Yo (C3 (zr 85 jdé 


1 ) 2 (+t) 
e 


a 
2a \/ Xt 和 


一 Or/ 全) + (六) +( 纯 ) 


(5)U = ee 


2 


2 Ye-(P)in esin 2 
U(r, t; €)=e 1 2° sin Ttsin 7 


u (x, £) = |revcr， 1，6)de 


0 


1 i 
十 |ar fs, r U(r, t— Tt, de 
0 0 
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站 题 五 


] 
Dl,, 0 委 工 二 
1 
了 < 并 < 1 
(2) Go &) | 一 cha(] — é)shaé/aA(é), 0 过 二 人 
一 cha(1 一 xz)shaé /aA(Cé) ， € 芝 1 
A(€) = chaécha(1 — €) 十 shaésha(l — é&) 
1 1 
(3) y(z) =— |GCz, 6)gc€) ye) de + |f® Gr, ed 
0 0 


1 
相 容 性 条 件 :|sinxzfCz)dz = zy(1) 二 y(0)) ,广义 Green 
也 数 G(r, ¢) : 


| C + nAG = (zx — €) — 2sinrzsinné 


一 二 cosxksinzrzx 十 一 (zsinr6coszz 十 écosrésinnxz) 
0 过 工 生 
C(z，&E) = I 
一 =sinnécosxz 十 ~(zsinrécosnz 十 Scosxésinzx) 


zl1 


y(é) = | GC, Of OE 十 yG( 二 lsinre — gcosné) 


一 y(CO){ =sinné 十 (& 一 1)cosré | 


3. 
"EG.(7) 
Glz, €) =— 》 PRT 
IT im 
CS) 
y(€) = 3 TT a 
,2 1) 人 《0) 
4. 
(1) 设 人 MGCZ， Y),， Mlé, 7)， y>0， 7 一 0， rv ZX 十 yr < 
2 2 RR: 一 RR’ 
一 VA 十 六 < 二 KK,， M,( S56, 7)， Mi 太 6， 7)， 
M,(é, — 7),， G(x, 和 上 ， 7) 一 十 二 ln -2 其 中 rux 表示 
MM ”了 MM; 
M 和 M; 两 点 的 距离 . 


(2) 设 M(z， y) 的 极 谷 标 为 (7， 0)， Mo(é, 7) 的 极 坐 标 为 (2， 
9) ,WW Gr bg, 0, 2) = 5 2 wr Troup)sinnbsinnbe 其 


是 一 1 并 一 1 
re | Ti Cwmr) .rdr 


0 


中 ww 是 J,(wR) = 0 的 第 个 正 根 


(3) u(x, y) 一 ce y; €, 7) f(E, 7)déd7 十 | 2 
n z A 


Fnds 


(1) 设 M(x， y),， Ml€, 7) 为 第 一 象限 的 两 个 点 ， M.,(é, 一 
7)， M;(— 6， 一 7)， iM,(— §,， — 7),， M;,(— ¢， 7) 9 出 ] 


r . 
Gz, y; $ 7) = 一 一 一 jn TT 


(2) 设 z= 二 ZX 十 i， z 二 十 允 为 角 域 0 过 argz 二 二 内 两 个 
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感 ， 应 用 电 象 法 或 保 角 变换 法 均 可 得 : 


1 之 一 之 
(7( 之 ， 20) 一 一 zzln 语 二 纪 


Iz— zo|l|z—z||z— z,| 
z 一 zol|z 一 zz 一 zs| 


(3) 应 用 作 关 于 二 的 呆 数 的 下 ,7， 则 变 为 党 微分 方程 的 Green 
苯 数 ， 继 作 关 于 y 的 函数 的 有 限 正 弦 变 换 ， 再 总 的 作 反 演 可 得 


= 一 去! 


GX, y; €, 1) 一 一 > (el 一 e "lt )sinnysinn7 


1 
反 演 时 用 到 积分 公式 ，| 《<5dz 一 艺 e-"1 。 本题 也 可 用 保 角 


变换 的 方法 设 f(z) = 二 4， 则 Glz，zw) 一 一 


ln /(z) 一 f(zo) 
2n f(z) 一 了 (>o) 
、 R:. R: 
(4) 设 M(z， 多 ) ， M,(é€, 7)， M,( 广 引 ， M,(é€, 一 7)， 
R2: R? z 
ML 4 一 和?)， 已 一 V+ 4 则 


TMM, * YMM, ] 


] 
Gz, 2 一 一 (2 * TMM, L Pp 
(5) 设 M (zx， y)， M,(é&, 7) 为 第 一 象限 的 两 点 ， 刚 
G(XT, y; €, 7) 
Lin (+0:+ Cy — DC A) + Gy + WD?) 
((T— :C—O 二 D(z + OY DY) 
(6) 设 加 内 两 羔 M(xz,，y) 和 M,C(§,7) 的 极 坐 标 分 别 为 MC7， 


0) 和 Mo(p, Oo) ,vw 是 J, (wR) 二 0 的 第 i 个 正 根 ， 则 


Oo 


本 ] 
一: 2 2rh4w(ro 十 对) 


J (war )J (vp) 
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CD 


1 
2 FA he Wor) nwonp) eos nO — Oo) 


1 二 1 


-2 


N=]1 


R 
A,. = | 2 (zx, 7 ) dr 
0 z 


应 用 Green 公式 并 注意 到 (4; 十 | oser) = 一 4x6(x —é, 
y 一 7， 一 XZ) 即 可 证 明 . 
7 。 

(1) 设 上 半球 内 两 点 4 (7Z， yy， 之 ) ， AM (CE， 7， 5)， 一 


> R’ R’: RR’ 
VV 二 六 十 名 ， ML 宙 ， 0 9， 六 外， M,Cé, 7， — ¢),， 


R:,. R:’ R: 
pe oz? 一 rt) ， 则 


1 1 RITL __l1 
c 二 一 志 寺 raM, 十 pz ze) 
(2) 设 M(x, yy， 之 ) ， Ad (GE ， 7， 5) 为 上 半 罕 间 的 两 点 ， M'(é€, 
n， > ) 则 


Ml 


C=— 人 _ 工 一 ad __ ee ) 
AX \ ?Tum rT MM 
1 | Li ir ) 
(3) C = 1 元 ru 十 ru 1 
(4) CC 一 一 1 _ tr _ ee ) 
4X \T MM TMM, 
8. 
] 

下 4C 一 0(x 一 和 yy 一 717) 一 元 

9G 

9n a 


| < 屏 
C 一 (CC 一 于 人 >》, ! J ovorr do (worl) 


2 
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l ~ sr 
元 2 > ZA (Wo cosn(d 一 从 ) 


上 = 二] n= 二] 


wn 是 J',(wR) = 0 的 第 个 正 根 , 圆 内 后 M(x，y) 和 


R 
Ms, 7 ) 的 极 促 标 为 (， 9) 和 (20， Du) ， 4 一 | -Geour?dr 。 问题 


0 
有 解 的 相 容 性 条 件 是 |fdzdy = | qd 
n dn 
(2) 
AG + 2nG = H(z — é€,y—)— 气 (sinrEsinxxzsinzysinry) 


二 3 S) = 二 sinnrzsinmrysinnresinmny 
1 pi 


Nn 二 m2 


十 AsinxxsinnésinAxysinn7 


1 Ge) Cs+ 
(1)G = (C—O H(t rt) 
DC ' ‘z(t Le- 422 《tC— r) e 4a2 【一 | 


i oo 


W(x, 站 一 | | fCé, r)Gdédr + jrecl- dé 


nT)E tat- Esdr 


+ | CE 


(2)G= > TEasd 0 (rb) H(t — r)’ 
(r+ AVJHG- 7 


十 名 


Wx, £) = | Ire, Gdédr — | [we 2 一 Gy | dé 


tO 
20 
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PaG 
Te | a D5E | 
由 此 ， 当 工 一 好 之 0 时 得 
] Fr 
u(x, t)= Bar 「 fl(€, tC— tdt + 二 | VE dE 


I 0, 


十 本 (gz 一 a0 十 PK 十 aD) 
当 工 一 ai << 0 时 得 
zat 


1 1 
&W(2， = D2 | fF(E, rdr 十 30 | J(E)dE 


他 zt 一 证 


十 方 (BCz 十 ai) + phat — zx)) + g(t — 入 ) 


其 中 人 0 是 由 rt 二 0, GG 一 Xx) 十 a(r 一 二 0, (€ 一 x)—alt 
一 +) = 二 0, 和 十 zx 十 a(r 一 tz) = 0 所 围 成 的 四 边 形 区 域 . 
10. : 

(1) ROz, y; §€, 7) = Jol2 Velz ~ Hy— 7) 


we DD) = G0)J 2 WE) 十 1 (2) 2 VE Ed 
十 je (y)J2 YcélYy 一 7 力 )dy 
(2) R(Z, Vy} é, 7) 一 
(二 ) (2) mcz /adrr ne day — Inn)) 
之 y 


其 中 视 (6, 7) 为 自 变量 ，(z，y) 为 参 变量 . 
u(r, y) 一 pr 9x) 十 p(y) y+ 


+ 7 jr y; &, 7)| 24(7) 十 4 一 Co1) 一 (7 Ja7 
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V(r, y; 7) 一 .72 V (c — ab) (nz — lné) (ny — ln7)) 
(3) 直 接 验证 ， 


Rl_ =-1,R =1 ,Ft f(r, WR 0 
习 题 六 
]. 
《1) 解 得 
r(x, &, 4) = A (0 — 2)z 十 ze 十 十 (一 了 )] 
©， A 3 2 
A 1— 和 2 
A() 二 1 一 4 一 证 


加 有 值 入 = 一 6 十 4VYV3, 加 = 一 6 一 4 和 3， 相应 的 固有 好 数 
pz) = 二 3z 二 1, wz) 二 一 V3x 十 1 ,4 二 多 时 , 相 容 性 条 


f 小 IV B+ Dar = 4 一生 时， 时 性 条 件 |/ (zx) (— 


‘A 3 de 


(2) T(x, §€, 4) = ((1 一 Ax)sinzsin§ 二 (1 一 


1 
(1 一 Ar) 
Mzr)sin2zsin26) , 加 二 一 ~ 的 固有 函数 是 sinzt 和 sin2x, 4 二 一 = 时 广 
: 可 有 解 的 相 容 性 条 件 为 


2 
| rosnnaa 一 0 旦 | fCz)sin2zdz 一 0 


Pplp)dp,r>R 


7 
& 一 Ww(7) 一 


-时 
-让 


pgpP) dp 一 | pHP)dPp, rR 


pe 


特别 9(p) = c 时 
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ch 


一 37， rR 
Ht -一 一 
Cr 一 3R'),r<R 
9(0) 二 Pp 时 
一 人 这 下 
2 一 | ps 
pa 33? rR 
3. z 
在 边界 22 上 单 层 势 的 密度 遇 数 满足 
1 上 
w(N ) = HN) 一 
|wp) (In + ho Ca ma) gy, 
-FNP z TNP 
mn 
4. 


u(M) 一 一 |rP) CS rue ne? gy,, M ET 
A2 


MP 


2 
1 -rp yd — + 
r(0) 一 一 zx )db 一 二 f(0) 
27 


r(0) = 2 | f(0' )db — Tf(0) 
0 
1 Ff Ri:—r: 
的 于 | TR aRreost DI 
5. 
@ MP 
uM) = jp) | 2 一 dr 


2 


r(0,9) = 起 fC0,9) 十 ji gy IKCO,9,0 1 Jdy db 


如 站 
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K(0, 9, 9, 9) 一 rN ee 
NP 


rvp 一 2R:(] — sinb' sinOcos (9 — ¢ ) — cosOcosO') 


sin8 


U(X, YY, 2) = [jleew, Mo)a (Mu MdMo + gM). H 
n 


中 ，M(z,，y,， 2), M.(§, 7, 6), gM) = 中 3 Dds 


fheG cam 
全 
7. 
2 1)= 90 | 0 ierdr 
WA(T) (z 一 :一 1 


《 -一 le 4z 二 -de 


> | 人 一 TD 
tw (Et) 一 Jw WK, rz)dzr = g(t) 
心 


v(t) 十 Jw CDK t)dr 十 jw rt)dr = g, (i) 
0 


1 (t+ 1) --StD 
Kk, (zt,， z) 一 一 一 94 2a N/A (+ ~ (tr da (t—r) 
1 (r 十 1) -St 
K, tt, z) 一 7a vv 元 C 一 (re 4a2 (i—r) 
妈 一 吃 
K,(t, TT) 一 — 1 l a 


2a Vr Gr 


| 1 
z “(M, 1) = | a 一 Tt)? 


dr|5P， KCM, t, P, mdi, 
0 
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-> ~» TMP 
KM, 7, P,， r) -一 r MPCOS (rps np)e ar (£—r) 


1 27 
A £) 一 一 Re| i idr | ae 4 r)K.(Y, z 0! , rd 
0 0 


oo p(0,， t) 
RIC1—cos(0—t )) 


kK, = (]— cos(0—0 ))e da (t— rt) 


394 


|nformatllonI 


QU | IDDDO 
已 呈 吕 DJ 加 
LIDDIJW DO 


